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МОДЕЛЬ ПОБУДОВИ АДЕКВАТНОГО МАТЕМАТИЧНОГО ОПИСУ ПРОЦЕСУ  

ПЕРЕТВОРЮВАННЯ СИГНАЛУ В ЕЛЕКТРОННІЙ СИСТЕМІ 
 
Представлено рішення задачі адекватного математичного опису процесу перетворен-

ня сигналу в електронній системі з метою забезпечення його максимальної надійності і досто-
вірності. Розглянуті особливості поставленого завдання і запропонований метод знаходження 
стійкого рішення. Для досягнення поставленої мети побудована модель зовнішньої дії на елек-
тронну систему. 

Ключові слова: електронна система, інформаційний сигнал, задача синтезу, процес  
перетворення, достовірність. 
 

The decision of the problem of adequate mathematical process description of the signal shap-
ing is presented in the electronic - measuring system with the purpose of providing of its maximal re-
liability and authenticity. The features of this problem are considered and the defining method of 
steady decision is offered. To achieve of the put purpose, the model of the external affecting is built 
electronic - measuring system. 

Keywords: еlectronic system, informative signal, task of synthesis, process of transformation, 
authenticity. 

 
Постановка проблеми 

Надійність і достовірність перетворення сигналу в електронній системі є найважливі-
шим критерієм, за яким можна зробити оцінку доцільності використання того чи іншого варіа-
нту використання комплексу такої апаратури в кожному конкретному випадку з урахуванням 
вимог точності, економічності, безпеки, ергономічних екологічних норм. Розгляд ефективності 
будь-якої ділянки вимірювального тракту, на сьогоднішній день, на нашу думку, найбільш до-
цільно проводити з використанням комплексного методу досліджень, в основі якого має пере-
буває подання про даному об'єкті (або його частини), як складної технічної системі, підсистеми 
якої знаходяться в певному взаємодії. Розглянемо задачу побудови адекватного математичного 
опису процесу перетворення сигналу в електронній системі на прикладі динамічної системи з 
зосередженими параметрами, еволюція якої описується лінійною системою звичайних дифере-
нціальних рівнянь: 

zBxAx        (1) 

з рівнянням спостереження: 
xCy  ,      (2) 

де T
n txtxtxtx ))(,...),(),(()(

121  — вектор-функція змінних стану ((.)Т  — знак транспону-

вання); T
m tztztztz ))(,...),(),(()(

121  — вектор-функція зовнішніх впливів; 

T
n tytytyty ))(,..),(),(()(

121  — вектор-функція спостережуваних в експерименті змінних ста-

ну [1, 2]. Під зовнішніми впливами (збуреннями) будемо розуміти функції 

)(,...),(),(
121 tztztz m , які змінюються незалежно від суб'єктивних факторів або властивостей і 

поведінки результативної математичної моделі (1); Xx , Zz , Yy ; CBA ,, — матриці з 

постійними коефіцієнтами, відповідної розмірності. Для простоти міркувань будемо вважати, 
що матриця С є одиничною матрицею ( )()( tytx  ). 

Формулювання мети дослідження 
Таким чином, є постановка завдання і математичного опису процесу перетворення сиг-

налу в електронній системі. 
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Виклад основного матеріалу 
Розглянемо однорідну систему диференціальних рівнянь, яка відповідає системі (1): 

xAx  .     (3) 

Введемо матрицю ][][],[ 0
1

0 tFtFttF  , 
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{ )()( tf k } — n  лінійно-незалежних рішень системи (3). Кожен з векторів є вектором-стовпцем 

з компонентами )(,...),(),( )()(
2

)(
1 tftftf k

n
kk . Матрицю ],[ 0ttF  називають фундаментальною 

матрицею електронної системи (3) [1]. Надалі будемо вважати, що 00 t . 

Рух ),(),,()( 00
0 xtxxttxtx   системи (1), який задовольняє початковій умові 

0)0( xx  , визначається формулою Коші [3]: 

),,,()(][][)( 0

0

0 zxBAPdBztFxtFtx
t

   ,   (4) 

де T
n zxBApzxBApzxBAP )),,,(,...),,,,((),,,( 00

1
0

1
  є вектор-функція, кожна компонента 

якої залежить від матриць BA,  и от вектор-функції z  и вектору-стовбця 0x . 

Припустимо, що задана вектор-функція Tg
n

gg txtxtx ))(.,..),(()(
11 . Як правило, ця век-

тор-функція представлена у вигляді графіка (експериментальні вимірювання). нехай 
T

n txtxtx ))(~...),(~()(~
11  є вектор-функція, яка використовується в розрахунках. величина від-

хилення )(~ tx  от )(tx g  визначається точністю апроксимації експериментальних даних і задана 

апріорі: 1)()(~ 
X

g txtx . 

Будемо вважати, що результати математичного моделювання адекватні експеримента-
льним вимірам, якщо виконується нерівність: 

 )~),,,,(( 0 xzxBAPX ,     (5) 

де ),( yPX  є відстань між вектор-функцією P  і вектор-функцією )(~ tx  в деякому метричному 

просторі X ,   — задана величина (необхідна точність збігу експерименту з результатами ма-
тематичного моделювання). 

Одним з можливих варіантів нерівності (5) може бути наступне: 


X

xzxBAP ~),,,( 0 ,     (6) 

де 
X

.  — норма в функціональному просторі X. 

Величина  задається апріорі і характеризує бажане якість математичного моделювання 
(ступінь адекватності результатів математичного моделювання). 

Очевидно, що при виконанні нерівності (5) матриці BA,  і вектор-функція z виявляють-

ся пов'язаними. Неважко показати, що при фіксованих матрицях BA,  в (6) існує нескінченно 

багато різних між собою вектор-функцій z, які будуть задовольняти нерівності (6) [3]. І, навпа-
ки, при фіксованій вектор-функції z існує нескінченно багато різних матриць , Для яких вико-
нується умова (6) [3]. 
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У практиці математичного моделювання перевірка нерівності (6), як правило, не здійс-
нюється, але його виконання мається на увазі. У величину  входить обов'язковим складовою 
похибка апроксимації 1  і, тому, завжди виконується нерівність  1 . Це відбувається з тієї 

причини, що точність проведення експериментальних вимірювань, як правило, на порядок ви-
ще необхідної точності моделювання. Часто задовольняються лише якісним збігом результатів 
математичного моделювання з даними вимірювань. 

Таким чином, для відкритих динамічних систем критерієм адекватності результатів ма-
тематичного моделювання можуть задовольняти абсолютно різні системи (різні матриці BA, ) 

з різними вектор-функціями z(t). 
Якщо електронна система замкнута, тоді вектор-функція буде залежати тільки від мат-

риці A  і вектору 0x : 

),(),,,( 00 xAPzxBAP  .     (7) 

Нерівність (6) в цьому випадку також буде визначати безліч різних матриць A . Нерів-
ність (6) в цьому випадку також буде визначати безліч різних матриць B,A  необхідно побуду-

вати модель зовнішнього впливу, з використанням якої результати математичного моделюван-
ня будуть збігатися з певною точністю з результатами вимірів. Іншими словами, необхідно по-
будувати таку модель зовнішнього впливу, яка будуть давати адекватні результати математич-
ного моделювання при використанні раніше обраного математичного опису (матриці BA, ). 

Такий підхід для побудови пари (математичний опис + модель зовнішнього впливу) не є єди-
ним. Можливо також спочатку фіксувати модель зовнішнього впливу (з деякою погрішністю), а 
потім вибирати математичний опис, яке задовольняло б умовам адекватності (6). 

Розглянемо тепер можливості першого алгоритму на прикладі електронній системі з зо-
середженими параметрами. 

Нехай хід деякого фізичного процесу добре описується системою звичайних диференці-
альних рівнянь (1) з рівнянням спостереження (2). 

Математичний опис (1) зі змінними стану )(tx  можна представити у вигляді сукупності 

взаємодіючих окремих елементарних ланок з вихідними змінними )(,..),(),(
121 txtxtx n . Взаємо-

дія окремих ланок відбувається за допомогою змінних стану (внутрішніх взаємодій). Якщо екс-

периментальним шляхом визначити, наприклад, змінну стану )(txk , тоді вихідну систему мож-

на представити однією або двома простішими підсистемами, приклавши додаткові зовнішні 

впливи )(txd kk  и  – )(txd kk  до відповідних частин ( kd
 
— const). Назвемо таке перетворення 

«k-м перетином» вихідної системи [3]. Результатом такого перетину можна отримати ряд більш 
простих підсистем вихідної системи. 

Будемо припускати, що за допомогою ряду «перетинів» зазначеного типу виділена під-
система вихідної електронної системи, у якій відомі всі зовнішні впливи (частина з яких отри-

мана з змінних стану) крім одного шуканого впливу )(tzi , і відома одна з змінних стану підси-

стеми, наприклад, )(tx j . 

Нехай рух отриманої підсистеми рух якої описується диференціальним рівнянням: 

zBxAx 11  ,      (8) 

з рівнянням спостереження: 
zDxCy 11  ,      (9) 

де: T
n txtxtxtx ))(,...),(),(()( 21 , T

m ))t(z,...),t(z()t(z 1 ,  T
n tytytyty ))(,...),(),(()( 21 ; 

1111 ,,, DCBA  — матриці з постійними коефіцієнтами, відповідної розмірності; 1D  — діагона-

льна матриця з першим нульовим діагональним елементом; матриця 1C  має тільки один нену-

льовий елемент в першому рядку, наприклад, перший 1c .  
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рух підсистеми (7) ),()( 0xtxtx   системи (1), яке задовольняє початковій умові 0)0( xx  , 

визначається формулою Коші. 
З рівняння спостереження маємо: 

 
t

dzBtФxtФtytx
0

0
11 )(][][)()(  ; 

)()()( 2222 tzdtytx  ,    )()()( tzdtytx nnnn  ,   (10) 

де ][1 tФ  — фундаментальна матриця однорідної системи (7) с компонентами )(i
k . 

Перше рівняння системи (9) дає: 
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Тут прийняті позначення: 
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Із системи (9) маємо: 

,)()(
1

)()()()(

2 0

0
11

0

1

)(
11





dxtK
d

dztKxttx

j

n

j

t

j

j

t

i

n

i

i





 






 

або: 
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11 EdztK
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  ,                                                             (11) 

де  dytK
d

xtftxtE j
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 — відома функція. 

Перепишемо (11) у вигляді: 
,x~BuzA 

1
                                                              (12) 
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де A  є лінійний цілком безперервний оператор UZA : , zZ, Uu 
1

, Xx ~ , UXB :  

— оператор, T
r tztztztxx ))(.,..),(),(),(~(~

211  — вихідні експериментальні дані; z — шукана 

функція, (Z, U, X — банахові функціональні простори). 
Нехай шукане зовнішній вплив z і заданий відгук математичної моделі Xx ~  пов'язані 

залежністю (12). Надалі будемо вважати, що елемент Xx ~  відрізняється від вектор-функції 
gx , заданої у вигляді експериментальної залежності, на величину 1 :  

1
~ 

X

g xx ,     (13) 

де gx  є заданий відгук системи, 1  — const, 
1
 > 0. 

Позначимо через 
1

Q  множину можливих рішень оберненої задачі ідентифікації моделі 

зовнішнього впливу (12) при фіксованих операторів А, B: 

}~:{ 011
  BxBzAzQ

U
.    (14) 

Будь-яка функція z з множини 
1

Q  є гарною моделлю зовнішнього впливу, так як фун-

кція zA  Співпадає з x~B  з точністю вимірювання. Множина 
1

Q  є необмеженим при будь-

якому 1  (некоректне завдання), так як оператор A  є цілком неперервним в переважній біль-

шості випадків [4]. завдання знаходження 
1

Qz  названа завданням синтезу моделі зовніш-

нього впливу методом ідентифікації [1—3]. Для відбору найкращої моделі зовнішнього впливу з 
нескінченної кількості різних «гарних» моделей в роботах [1—3] пропонується використовува-
ти деякий безперервний функціонал [z] зі спеціальними властивостями, певний на Z1 (Z1 є де-
яка підмножина Z) [4]. За рішення задачі синтезу моделі зовнішнього впливу можна приймати 
елемент 

11  Qz  , для якої виконується рівність: 

][inf][
11

1
zz

ZQz


 
 .    (15) 

При цьому немає підстав вважати, що функція 
1

z  буде близька до реального (точному) 

зовнішнього впливу zT . 
Рішення екстремальної задачі (12) (елемент 

1
z ) на множині 

1
Q  існує [4]. Цей елемент 

стійкий до малих змін вихідних даних. Рішення завдання (12) може бути неєдиним. Для цілей 
математичного моделювання підходить будь-який таке рішення. 

функцію 
11  Qz   можна інтерпретувати також як найбільш стабільну частину моделі 

зовнішнього впливу. Відомо з теорії інформації, що високочастотна частина сигналу більш чу-
тлива до зміни зовнішніх чинників і параметрів. В роботі В.Я. Виленкина [5] було показано, що 

функція 
1

z  являє собою результат фільтрації високочастотних складових. Отже, функцію 
1

z  

можна трактувати як саму стійку до зміни неврахованих факторів і параметрів складову зовні-
шнього впливу, яка викликає відгук підсистеми, що співпадає з точністю 0 з експериментально 
виміряним 

1
uxB  . За рішення задачі синтезу моделі зовнішнього впливу прийматимемо най-

більш стійкий до зміни неврахованих факторів елемент 
11  Qz  , (рішення екстремальної за-

дачі (12)). Зазначене властивість є важливим з точки зору подальшого використання отримано-
го рішення при математичному моделюванні фізичних процесів. 

При дослідженні конкретних динамічних систем структура математичного описання, як 
правило, є фіксованою. Виходячи з конструктивних особливостей конкретних систем або при-
строїв, можливо досить точно визначити параметри математичного опису (параметри матриць 

BA, ). Однак ці параметри слід вважати заданими наближено. Похибка визначення параметрів 

залежить від способу приведення динамічних систем до більш простим системам [6], від різно-
го роду припущень і припущень [7], від обліку тих чи інших факторів [6]. Ця похибка може бу-
ти оцінена зверху і, як правило, вона не перевищує 10%. 
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При отриманні конкретної математичної моделі реального об'єкта доводитися викорис-
товувати різноманітні методи спрощення, обліку тих чи інших сил, ступеня їх впливу на рух 
системи і т.д. Це призводить до того, що у різних дослідників виходять різні математичні описи 
(з різними параметрами) реальної системи, навіть якщо структури математичних описів (моде-

лей) збігаються. позначимо через nRp  вектор параметрів математичного опису фізичного 

процесу. Будемо вважати, що вектор параметрів математичної моделі p не визначений точно і 
може приймати значення в деякій замкнутій області D  Rn, тобто p  D. Кожному вектору па-
раметрів p  D відповідають певні оператори Аp, Вp в рівнянні (11) і ці оператори утворюють 
два класи операторів КA = {Аp}, КВ = {Вp} при зміні p всередині D. Будемо вважати для просто-
ти, що всі оператори Аp цілком безперервні, а оператори Вp — лінійні і незворотні. Позначимо 
через h1 и d1 величини максимального відхилення операторів Аp из КA і операторів Bp из КB : 

1
→

∈,

≤-sup hAA
UZ

pp
Dpp





, 1
→

∈,

≤-sup dBB
UX

pp
Dpp





.  (16) 

Розглянемо зворотне завдання синтезу «добре» моделі зовнішнього впливу для класів 

операторів (моделей) BA KK ,  [1, 2]. Тоді безліч можливих рішень з урахуванням похибки опе-

раторів Аp, Вp розшириться до множини: 

}:{ 1101,, 111 ZUppdh zhxdbxBzAzQ    ,                         (17) 

де b
0 
= 

UXp
Dp

B
→

∈

sup . 

Будь-яка функція з 
111 ,d,hQ  викликає відгук математичної моделі, який збігається з від-

гуком реального об'єкта з похибкою, яка враховує похибку експериментальних вимірювань і 

похибка можливого відхилення параметрів вектору Dp . завдання знаходження 
111 ,d,hQz  

названа за аналогією з попередньою задачею завданням синтезу для класу операторів (моделей) 
[1—3]. 

Відзначимо, що в безлічі рішень оберненої задачі синтезу при фіксованому операторі 

pA  з AK  містяться елементи з необмеженою нормою (некоректне завдання), тому величина 

Z
zh1  може бути нескінченно великою. Формально така ситуація є неприйнятною, так як во-

на означає, що похибка математичного моделювання дорівнює нескінченності, якщо в якості 
моделей використовувати довільну функцію з 

111 ,d,hQ , не все функції з 
111 ,d,hQ  будуть «хо-

рошими» моделями зовнішнього впливу. 
Введемо в розгляд безлічі p,Q : 

}~:{, pUppp BxBzAzQ   .    (18) 

Надалі будемо вважати, що величина 
U

u
1

 перевищує величину  , таким чином 

U
u

1
  . В іншому випадку в множину p,Q  при будь-якому операторі Ap KA  , для кот-

рого 0)0( pA , буде входити нульовий елемент простору Z (функція тотожно рівна нулю). 

Цей випадок не становить практичного інтересу, так як відгук 
1

u  можна отримати з тривіаль-

ної моделлю зовнішнього впливу. 

Нехай тепер   
U

u
11 . Тоді в p,Q  обов'язково буде входити нульовий елемент 

за умови, що 0)0( pA . Однак у множину 
111 ,d,hQ   нульовий елемент не входить. Інакше з 

нерівності 111
0  

UUp uu)(A  отримуємо протиріччя з нерівністю 
U

u
11   . 
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При 
U

u
1

   нульовий елемент не входить ні в 
111 ,d,hQ , ні в p,Q  для лінійних 

операторів Ap KA  . Надалі будемо вважати, що остання нерівність завжди виконується. 

Таким чином, якщо враховувати похибку оператора pA  в нерівності (5), то необхідно 

величину  в загальному випадку вважати рівною нескінченності. Іншими словами, нерівність 
(5) для випадку  1  не можна обґрунтувати помилкою оператора pA . 

Оскільки всі моделі Ap KA   и Bp KB   можна вважати еквівалентними, тоді стано-

вить інтерес розглянути задачу синтезу єдиної моделі зовнішнього впливу для всіх описів (мо-
делей) з КA и КВ [1, 3]. Постановка задач синтезу адекватного математичного опису в разі нето-
чних операторів Ap KA  , Bp KB   може знайти застосування при математичному моделю-

ванні в випадках, коли адекватне математичний опис задовольняє деяким додатковим умовам, 
наприклад, умовою мінімізації витрат управління. Одним з можливих варіантів постановки та-
кого завдання може бути задача побудови найбільш стійкого рішення на множині 

111 ,d,hQ : 

][][ inf
11,1,1

∈

0 zz
ZQz dh




.                                                     (19) 

Розрахунки ряду практичних задач показали, що множина 
111 ,d,hQ  є занадто широким 

безліччю, в яке потрапляє, як правило, тривіальна функція. Для усунення цього недоліку в ро-
ботах [7, 8] запропонований метод спеціального оператора, який дозволяє підвищити точність 
наближеного рішення. 

Висновки та перспективи подальших досліджень 
В роботі сформульована постановка задачі синтезу адекватного математичного опису 

процесів перетворення сигналу в електронної системі, які добре описуються звичайними дифе-
ренціальними рівняннями. Розглянуто особливості завдання і запропонований метод знахо-
дження стійкого рішення. Вперше сформульовано задачу синтезу для класу операторів. 
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