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АЛГОРИТМ ПОШУКУ ЕКСТРЕМУМІВ ФУНКЦІЇ ОДНІЄЇ ЗМІННОЇ 

 
Генетичні алгоритми досить широко сьогодні використовуються при розв’язанні вели-

кого кола задач оптимізації. При застосуванні генетичних алгоритмів процедура рекомбінації 
елементів області пошуку наближеного розв’язку виконується так званими операторами 
схрещування (кросоверу) та мутації. В цій роботі запропоновано алгоритм пошуку глобально-
го екстремуму функції однієї змінної, де операторами кросоверу є стохастичні матриці друго-
го порядку. 
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Today, Genetic algorithms are widely used in solving a large range of optimization tasks. In 

the application of genetic algorithms, the procedure for recombining the elements of the search area 
of the approximate solution, performed by the operators of the crossing (crossover) and mutations. In 
this work, an algorithm for searching the global extremum of a function of one variable is proposed, 
where the crossover operators are stochastic matrices of the second order. 

Keywords: genetic algorithms; cross-breeding operators; crossover. 
 

Постановка проблеми 
Генетичний алгоритм (англ. genetic algorithm) — це еволюційний алгоритм пошуку, що 

використовується для розв’язання задач оптимізації шляхом послідовного підбору, комбіну-
вання і варіації шуканих параметрів з використанням механізмів, що нагадують біологічну ево-
люцію [1]. В цій роботі використовується існуюча сьогодні в теорії генетичних алгоритмів тер-
мінологія. Вектори розв’язки — хромосоми, схрещування (кросовер) — обмін координатами 
(генами) між векторами розв’язками, Функція для якої визначається екстремум носить назву 
фітнес-функції (функції пристосованості). У цьому підході змінні, що характеризують рішення, 
представлені у вигляді генів в хромосом.  

На даний момент однією з важливих питань в теорії генетичних алгоритмів і їх модифі-
кованих версій є пошук найкращого балансу між продуктивністю і точністю.  

Ефективність генетичного алгоритму залежить від вдалого створення первинної попу-
ляції. Для цього існує безліч підходів. Ефективність генетичних алгоритмів багато в чому зале-
жить від досвіду програміста в цьому питанні. Це є свідченням недостатності теоретичної бази 
у застосування генетичних алгоритмів. 

Аналіз останніх досліджень та публікацій 
Виникнення елементів ГА датується 50-60-ми роками XX століття. Перші математичні 

описи та спроби симуляції еволюції були проведені у 1954 році Нільсом Баричеллі. Активізація 
застосування генетичних алгоритмів в Україні припадає на кінець минулого століття. Вже після 
2000 років, з’являлись практичні та фундаментальні робити, які були зареєстровані в електрон-
ному каталозі дисертацій України [2]. 

Сьогодні генетичні алгоритми займають чільне місце серед наближених методів 
розв’язання багатьох NP-складних задачі і досить активно розвиваються, про що свідчить зрос-
таюче число публікацій і конференцій, а також поява спеціалізованого журналу «The Genetic 
Algorithm Digest».  

Формулювання мети дослідження 
Метою даної роботи є розробка алгоритму наближеного розв’язку задачі пошуку гло-

бального екстремуму функції однієї змінної на основі алгебраїчної модифікації формування 
популяції векторів-хромосом. На основі матричного кросоверу побудувати і обґрунтувати збі-
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жність послідовності наближених розв’язків задачі про глобальний екстремум функції в заданій 
області пошуку. 

Опис генетичного алгоритму для функції однієї змінної 
Нехай ܨሺݔሻ функція визначена на множині [a,b]. Необхідно знайти її глобальний міні-

мум. На відміну від звичайного генетичного алгоритму початкова популяція розв’язків-
хромосом складається з двох точок ߦ,   .відрізку [a,b], які обираються випадково  ߟ

Випадково обрані точки ߦ,  представляються як координати двовимірного вектору  ߟ

ݔ ൌ ൜ߦ
ൠߟ ܴ߳ଶ. Цей вектор приймаємо за початкову батьківську хромосому. Також до множини 

батьківських хромосом відносимо вектори ݔ௔ ൌ ቄ
ܽ
ቅߦ ܴ߳ଶ,   ݔ௕ ൌ ቄߟ

ܾቅ ܴ߳ଶ.  Отже,початкова попу-
ляція векторів-хромосом складається з трьох векторів, або чотирьох точок відрізку [a,b]. Про-
цедуру рекомбінації, тобто отримання нової популяції векторів-хромосом потомків, отримаємо 
в результаті застосування до цих векторів лінійних операторів, що породжуються стохастични-
ми двовимірними матрицями вигляду ܣ ൌ ቀ ߙ 1 െ ߙ

1 െ ߙ ߙ ቁ, де ߙ — випадкові числа з відрізку 
[0,1]. Матриці даного вигляду утворюють клас стохастичних інволютивних операторів, що ви-
конують обмін координатами між векторами початкової популяції батьківських хромосом. Ця 
операція є аналогом кросоверу у класичному розумінні. 

У просторі ܴଶ окрім евклідової будемо користуватись так званою «кубічною нормою» 
ԡݔԡ ൌ max ሺ|ߦ|,  ሻ ([3]). Тоді норма матриці А дорівнює одиниці. Отже, кожний вектор після|ߟ|
перетворень дасть по парі точок в кожній з трьох частин відрізку [a,b]. В результаті отримаємо 
вісім точок (з урахуванням ߦ, -які є точками нової популяції розв’язків.  Для отриманих во ,( ߟ
сьми точок обчислюються значення фітнес-функції ܨሺݔሻ. На кожному з трьох відрізків знахо-
димо найменше значення фітнес функції. Позначимо ߦଵ, точку в якій фітнес-функція має най-
менше з отриманих трьох значень, а ߟଵ — відповідає найменшому значенню фітнес-функції на 
інших двох відрізках. Таким чином утворюється новий відрізок ሺߦଵ െ ,ଵߟ ଵߦ ൅  ଵሻ, тобто новаߟ
область пошуку. Якщо, ߦଵ െ ଵߟ ൏ ܽ, або  ߦଵ ൅ ଵߟ ൐ ܾ, то граничними точками нового відрізку 
обираються граничні точки початкового відрізку. Зрозуміло, що ሾߦଵ െ ,ଵߟ ଵߦ ൅ ଵሿߟ ك ሾܽ, ܾሿ. Та-
ким чином точка ߦଵ є першим наближенням розв’язку задачі. Перший ітераційний крок засто-
сування алгоритму завершено. 

На наступному ітераційному кроці процедура рекомбінації нових значень наближень 
шуканого розв’язку повторюється і визначається точка ߦଶ, де фітнес-функція має най менше 
значення у відрізку ሾߦଵ െ ,ଵߟ ଵߦ ൅  ଵሿ. В результаті другого ітераційного кроку отримаємо новуߟ
область пошуку ሾߦଶ െ ,ଶߟ ଶߦ ൅ ଶሿߟ ك ሾߦଵ െ ,ଵߟ ଵߦ ൅ ଵሿߟ ك ሾܽ, ܾሿ.  

Продовжуючи таким чином процес, отримаємо послідовність вкладених відрізків, яка 
гарантує збіжність послідовності точок ߦ௞ до розв’язку.Зупинка ітераційного процесу відбува-
ється коли величин |ߦ௞ െ  .௞ିଵ| не перевищує задану точність обчисленьߦ

Реалізацію наведеного алгоритму створено у вигляді програмного модуля на алгоритмі-
чній мові с#, за допомогою комп’ютерного додатку Microsoft Visual Studio.  

Аналіз отриманих результатів роботи програмного продукту 
Програмний модуль призначений для знаходження екстремумів функцій однієї змінної і 

дозволяє дослідити етапи роботи алгоритму з певним рівнем ілюстрації ітераційних кроків.  
В даній програмі можна обрати одну з запропонованих функцій для знаходження гло-

бального екстремуму функцій. На рис. 1 наведено елементи інтерфейсу програми.  
Для проведення тестування програми знаходження екстремуму обираємо функцію №1 

яка має вигляд ܨሺݔሻ ൌ 10 ൅ ଶݔ െ 10 cosሺ2ݔߨሻ графік функції можна переглянути на вкладці 
графіків рис. 2 ,це відома функція яка носить назву функція Растригина ([4]). Функція Растри-
гина — функція, яка використовується для тестування ефективності алгоритмів оптимізації, 
типовий приклад нелінійної мультимодальной функції. Запропонована в 1974 році Леонардом 
Растригиним. Знаходження мінімуму цієї функції є досить важким завданням через велику кі-
лькість локальних мінімумів. 



46                                                                                                      Математичне моделювання № 1(40) 2019 

 
 

Рис. 1. Початкове вікно програми 
 

 
 

Рис. 2. Графік функції Растригина на відрізку ሾെ5,12; 5,12ሿ 
 

На початковій сторінці задаються початкові дані, надалі інші параметри задаються ав-
томатично, для роботи генетичного алгоритму. Значення змінної n,яка відображає кількість 
змінних приймає функція. Обрати яку кількість разів алгоритм буде шукати мінімум від 1 до 
10, наприклад 5 разів. Також користувач може обрати, як будуть задаватись початкові дані для 
першої батьківської хромосоми, випадково чи за значенням введеним користувачем. Також 
необхідно обрати спосіб зупинки алгоритму, наприклад якщо відомо, що функція має екстре-
мум в точці нуль, це перший варіант, і другий — в будь-якій іншій точці.  Не менш важливим є 
спосіб визначення матриці схрещування. Значення елементів матриці обираються випадково. 
Після введення всіх необхідних початкових даних рис. 3, програма виконує пошук екстремаль-
ної точки. Результат відображається на початковій сторінці, для кращої наочності. 
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Рис. 3. Вікно початкових даних  для функції Растригина 

 
Очевидно, що обрана функція має  багато екстремумів, глобальний екстремум знахо-

диться в точці ݔ ൌ 0, ሻݔሺܨ ൌ 0.  Отримуємо результат роботи програмного модуля пошуку мі-
німуму функції за допомогою генетичного алгоритму. 

 

 
 

Рис. 4. Вікно результатів роботи алгоритму пошуку екстремуму 
 

Екстремум шукався 5 разів, в перших двох стовпчиках відображаються точки в яких 
функція набуває глобального мінімуму, в наступних значення фітнес функції в цих точках та в 
останньому стовпчику — кількість ітерацій, які були витрачені на пошук відповіді. Кожний з 
п’яти варіантів пошуку розв’язка можна продивитись на спеціальній вкладці, де відображається 
видозміна роботи алгоритму рис. 5. 

Видно, як змінюється різниця між попередніми значеннями фітнес функції та на остан-
ньому кроці. Отже генетичний алгоритм знайшов необхідний екстремум функції. 

Аналіз результатів 
Як було зазначено,для пошуку глобального мінімуму функції виконувалося п’ять спроб. 

Кількість ітерацій складала від 68 до 274. Як відомо, функція Растригина набуває екстремуму в 
точці ݔ ൌ 0, ሻݔሺܨ ൌ 0, найкращий результат роботи алгоритму складає ݔ ൌ 0,00000575, 
ሻݔሺܨ ൌ 0,00000000657,при чому жодного разу алгоритм не обирав хибний локальний екстре-
мум. Отриманий результат наближений до відомого результату з похибкою 
ൌ ݏ݌݁  0,00000001. На рис. 6, наведено динаміку зміни «найкращих» значень функції, при 
послідовній зміні поколінь в даному алгоритмі. Очевидно, що є спільна тенденція, спочатку 
графік поводиться дещо хаотично, а потім починає стабілізуватись. 
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Рис. 5. Процес пошуку мінімуму на різних ітераціях 

 
Рис. 6. Графіки пошуку глобального мінімуму функції Растригина 
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Висновки та перспективи подальших досліджень 
В даній роботі був запропонований модифікований генетичний алгоритм та розроблено  

програмний модуль, що реалізує цей алгоритм. Отримані результати свідчать про те, що даний 
алгоритм є ефективним інструментом для розв’язання задач визначення глобального екстрему-
му функцій однієї змінної. 
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ALGORITHM FOR THE SEARCHING OF EXTREMA OF THE FUNCTION WITH 
ONE VARIABLE 
Oliynyk  L.O.,  Bazhan S.M. 
 
Abstract 
Today, genetic algorithms are widely used in solving a large range of optimization tasks. That 

is why it is relevant to study the theoretical foundations of the algorithms of this class. 
In the article the authors propose an algebraic model of the algorithm for finding an approx-

imate solution to the problems of finding the global minimum of functions with one variable.  
Unlike the standard genetic algorithm, the initial population of chromosomes lies at two 

points. These points are considered as coordinates of a two-dimensional vector, that is altered in  sto-
chastic matrices. As a result, a set of approximate values of the solution of the problem is obtained. 
The convergence of the sequence of approximations is ensured by the fact that at each step of the algo-
rithm, the search area (segment) is constructed in the search field of the previous step. 

The results of this algorithm were checked on test functions with a rather complicated struc-
ture and gave a positive result as compared with the current data. 

The algorithm is written in an algorithmic language c# with the help of the Microsoft Visual 
Studio application. 

The obtained results testify that this algorithm is effective for solving tasks of determining the 
global extremum of functions with one variable. 
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