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МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ПРОЦЕСУ ОЧИЩЕННЯ СТІЧНИХ ВОД  

ПРИ ВИКОРИСТАННІ ПАПЕРОВИХ ФІЛЬТРУВАЛЬНИХ МАТЕРІАЛІВ 

 
Розглянутий процес фільтрування рідини в безкамерних установках з використанням 

паперових фільтрувальних матеріалів, а також залежність продуктивності фільтрувальної 
установки на різних технологічних режимах  роботи установки. Встановлено характер зале-
жності продуктивності процесу фільтрування від витрати очищуваної води,концентрації ме-
ханічних домішок, товщини та щільності паперових фільтрувальних матеріалів. Отримані 
математичні моделі представлені поліномом другого порядку та дозволяють враховувати не 
тільки технічні характеристики, але і вплив характеристики паперових фільтрувальних ма-
теріалів на продуктивність процесу фільтрування очищуваної води. Запропонована матема-
тична модель дозволить визначити та підібрати необхідні характеристики паперових фільт-
рувальних матеріалів та геометричні параметри соплової групи для забезпечення максималь-
ної продуктивності фільтрування. При виборі паперових фільтрувальних матеріалів із необ-
хідними заданими властивостями та їх використанні обов’язково потрібно враховувати вплив 
набухання целюлозних волокон на їх виробничі характеристики, що має знайти необхідне відо-
браження в технологічних регламентах експлуатації пристроїв на їх основі. 

Ключові слова: математичні моделі; планування експерименту очищення; паперові 
фiльтрувальнi матеріали; продуктивність. 

 
The process of filtering liquid in tubeless installations using paper filter materials, as well as 

the dependence of the performance of the filter installation on different technological modes of the 
installation. The nature of the dependence of the filtration process on the flow rate of the purified 
water, the concentration of mechanical impurities, the thickness and the density of the paper filter 
materials has been established. The mathematical models obtained are represented by a second-order 
polynomial and allow to take into account not only the technical characteristics, but also the influence 
of the characteristics of paper filter materials on the performance of the filtered water filtration 
process. The proposed mathematical model will allow to determine and select the necessary 
characteristics of paper filter materials and geometric parameters of the nozzle group for maximum 
filtration performance. When selecting paper filter materials with the required set properties and their 
use, it is necessary to take into account the influence of the swelling of the cellulose fibers on their 
production characteristics, which should be reflected in the technological regulations for the 
operation of devices based on them. 

Keywords: mathematical models; design of purification experiment; paper filter materials; 
productivity. 

 
Постановка проблеми 

В даний час методика розрахунку продуктивності фільтрувальних установок з безкаме-

рний фільтруванням, а також визначення опору фільтрувальної перегородки, що виникає при 

проходженні через неї вимагає уточнення. У фільтрувальних пристроях, заснованих на викори-
станні енергії затопленої або вільної струменя рідини, процес фільтрування проводиться з за-

купоркою пір фільтрувальної перегородки. Осад з твердих частинок на поверхні фільтрувальної 

перегородки при досить великої продуктивності очищення практично не утворюється. 
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Застосування паперових фільтрувальних елементів у спеціальних пристроях, які забез-
печують підтримання найвищої чистоти очищуваного середовища, обмежується ресурсом, міц-

ністю, фільтраційними, сорбційними та іншими властивостями [1]. 

У зв’язку з необхідністю забезпечення найвищої чистоти води у фармацевтичній та еле-
ктронній промисловості, а також можливістю використання паперових фільтрувальних матері-

алів (ПФМ) і для очищення повітря на атомних електростанціях; у фільтровентиляційних сис-

темах сховищ, лікувальних установ, операційних, виробничих цехах (бродильні відділення) 
харчової та фармацевтичної промисловості тощо, виникає потреба у математичній моделі за 

допомогою якої можна було б встановити композиційний склад ПФМ, який надавав би зразкам 

потрібні властивості, необхідні в кожній конкретній ситуації [2]. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій 
Забруднення води є одним з основних факторів ризику для здоров'я, пов'язаних із на-

вколишнім середовищем, що зумовлює потребу в належній її очистці перед використанням [3]. 

Актуальною стає потреба у високоефективних сорбентах, що характеризуються одночасною 
бактерицидною дією, наприклад, для очищення питної води, води для фармацевтичної промис-

ловості, або їх застосування у медичній практиці [4].  

При фільтруванні різних середовищ мікробіологічні забруднення сорбуються матеріа-

лами як з гранульованою, так і волокнистою структурою [5]. При цьому не лише зберігається 
життєздатність, а і йде розмноження мікроорганізмів [6]. В результаті відбувається біооброс-

тання сорбентів і викид продуктів життєдіяльності мікроорганізмів, а інколи і самих мікроорга-

нізмів, у фільтрат [7]. Запобігання біообростанню фільтрувальних матеріалів та, зокрема, сор-
бентів залишається актуальною проблемою [8]. 

Існують матеріали, отримані обробкою носія солями металу, наприклад, розчином солі 

срібла. Бактерицидна добавка знаходиться на поверхні цих матеріалів або у вигляді ізольованих 
іонів, або у вигляді комплексних з'єднань. Ці матеріали не забезпечують необхідного рівня 

ефективності очищення від колоїдних часток і вірусів, розмір яких знаходиться в межах 10—30 

нм [9]. До недоліків додається і те, що бактерицидні властивості використовуваних матеріалів 

визначаються іонами бактерицидних компонентів, що переходять в процесі фільтрування в се-
редовище, що очищається, таким чином, забруднюючи його [10]. Для забезпечення тривалості 

збереження бактерицидних властивостей цих матеріалів потрібне просочення носіїв концент-

рованими розчинами солей металів. Відомо, що при певних підвищених концентраціях бакте-
рицидних іонів металів вони отруйні для людини [11]. 

Формування мети дослідження 

Метою досліджень є оцінка властивостей створених модернізованих матеріалів паперо-
вих фільтрувальних для розробки математичних моделей, які б дозволили визначити та підіб-

рати необхідні характеристики паперових фільтрувальних матеріалів та геометричні параметри 

соплової групи для забезпечення максимальної продуктивності фільтрування. 

Для досягнення поставленої мети були сформульовані такі завдання: 
–  визначити залежність фільтрувальних та сорбційних здатностей досліджуваних зраз-

ків матеріалів паперових фільтрувальних від їх характеристик та геометричних параметрів соп-

лової групи; 
–  розробити математичні моделі, які дозволяли б визначити необхідні характеристики 

паперових фільтрувальних матеріалів для забезпечення максимальної продуктивності фільтру-

вання. 

Виклад основного матеріалу 
Обсяг очищеної рідини, що отримується протягом певного проміжку часу з одиниці по-

верхні фільтрувальної перегородки, прямо пропорційний різниці тисків і обернено пропорцій-

ний в'язкості рідини і загального опору осаду і фільтрувальної перегородки [12]: 
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де V — об'єм очищеної рідини, м
3
; ω1 — площа поверхні фільтрувальної перегородки, м

2
; τ — 

тривалість фільтрування, с; ∆p — різниця тисків, Па; µ — коефіцієнт динамічної в'язкості очи-

щеної рідини, Н·с/м
2
; Rос — опір шару осаду, м

-1
; Rф.п — опір фільтрувальної перегородки, м

-1
. 

Розглянемо процес фільтрування рідини в установці безкамерного фільтрування. Схема 
процесу фільтрування представлена на рис. 1. [13] 

 

 
 

Рис. 1. Схема процесу фільтрування: 1 — форсунка; 2 — тангенціально врізаний патру-

бок; 3 — фільтрувальна перегородка; Qзаг — загальна витрата рідини; Qоч — витрата очищеної 

рідини; Qзб — витрата скидання рідини 
 

Загальна витрата рідини Qзаг, що виходить із сопла в процесі фільтрування, розділяєть-

ся, як показано на рис. 1, на два потоки: 
Qзаг = Qоч + Qзб,                                                                  (2) 

де Qоч — витрата очищеної рідини, м
3
/с; Qзб — витрата скидання забрудненої рідини, м

3
/с. 

Величина Qоч визначає продуктивність фільтрувальної установки, яка залежить від гео-
метричних параметрів установки, властивостей рідини і матеріалу фільтрувальної перегородки. 

Тому необхідно визначити залежність продуктивності установки від характеристики фільтру-

вального матеріалу. 

Величина очищеної рідини залежить: від витрати забрудненої рідини через сопло Qзаг; 
від товщини δ та щільності ρ фільтрувального матеріалу; від вхідної концентрації механічних 

домішок kвх. 

Для побудови математичної моделі залежності продуктивності фільтрувальної установ-
ки від вищенаведених факторів у вигляді полінома другого порядку застосовувалися методи 

планування експерименту, а саме, повний факторний експеримент. Рівні варіювання факторів 

представлені в табл. 1. 

Експериментальні дослідження проводилися за допомогою ємності певного обсягу. Ве-
личину очищеної рідини вимірювали на відповідних технологічних режимах роботи установки. 

В результаті обробки експериментальних даних були отримані оцінки впливу факторів і взає-

модій чинників на досліджуваний параметр Qоч. 
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Таблиця 1. Рівні варіювання факторів 
 

Фактори 
Позначення 

факторів 
хі*= –1,68 хі = –1 хі = 0 хі = 1 хі *=1,68 

Кількість фільтрованої  

рідини Qзаг, м
3
/с 

х1 0,66 1 1,5 2 2,34 

Товщина паперового фільтру 

δ, мкм 
х2 400 420 450 480 500 

Щільність паперового  

фільтру ρ, г/см
2
 

х3 0,4 0,42 0,45 0,48 0,5 

Вхідна концентрація  

механічних домішок kвх, г/л 
х4 2 5 10 15 18 

 

Матриця плану та відповідні отримані результати експерименту наведено в табл. 2. 
 

Таблиця 2. Матриця планування і результати дослідження 
 

№  
досліду 

Кодоване значення факторів в експерименті 

1x
~  2x~  3x~  4x~  у 

1 –1 –1 –1 1 0,35 

2 1 –1 –1 1 0,65 

3 –1 1 –1 1 0,42 

4 1 1 –1 1 0,55 

5 –1 –1 1 1 0,52 

6 1 –1 1 1 0,58 

7 –1 1 1 1 0,3 

8 1 1 1 1 0,46 

9 –1 –1 –1 –1 0,53 

10 1 –1 –1 –1 0,85 

11 –1 1 –1 –1 0,76 

12 1 1 –1 –1 0,62 

13 –1 –1 1 –1 0,74 

14 1 –1 1 –1 0,72 

15 –1 1 1 –1 0,67 

16 1 1 1 –1 0,8 

17 1,68 0 0 0 1,1 

18 –1,68 0 0 0 0,25 

19 0 1,68 0 0 0,58 

20 0 –1,68 0 0 0,83 

21 0 0 1,68 0 0,42 

22 0 0 –1,68 0 0,76 

23 0 0 0 1,68 0,38 

24 0 0 0 –1,68 0,78 

25 0 0 0 0 0,7 

26 0 0 0 0 0,68 

27 0 0 0 0 0,71 

28 0 0 0 0 0,72 

29 0 0 0 0 0,7 

30 0 0 0 0 0,69 

31 0 0 0 0 0,7 
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Для переміщення до точки оптимуму використовувалася математична модель виду: 

( )kx,...,x,xfy 21= , 

де х1,…, хk — фактори залежностей. 

В даному випадку математична модель для повного чотирьох факторного експерименту 

з ефектом взаємодії має вигляд [14]: 

      

.2
444

2
333

2
222

2
111

432112344322344311344211243211234334

42243223411431132112443322110

xbxbxbxb

xxxxbxxxbxxxbxxxbxxxbxxb

xxbxxbxxbxxbxxbxbxbxbxbby

⋅+⋅+⋅+⋅+

+⋅⋅⋅⋅+⋅⋅⋅+⋅⋅⋅+⋅⋅⋅+⋅⋅⋅+⋅⋅+

+⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+=

.   (3)  

Дисперсію 2
yS  відтворюваності визначаємо по результатам досліджень в центрі плану. 

Дисперсії, що характеризують помилки в визначенні коефіцієнтів рівняння регресії, згідно [14] 

при к = 4 становлять: 

{ } { } { } { } .,bS;,bS;,bS;,bS iiili 04330  13750  25630  58330 222
0

2 ====
 

При перевірці коефіцієнтів за критерієм Ст’юдента (при 5 %-му рівні значимості та чи-

слі ступеню свободи 5=f ) встановлено, що всі коефіцієнти значимі і включено до моделі (2). 

Перевірка гіпотези адекватності моделі (4) за критерієм Фішера при 5 %-му рівні значущості 

і числах ступенів свободи дисперсії адекватності ( ) 11)17(143110 =−−−=−−−= nkNfad  
і ди-

сперсії відтворюваності 61710 =−=−= nf y показала, що отримані моделі адекватні, оскільки роз-

рахункове значення критерію менше табличного ( ) 09,36;11;05,054,2 =<= Òcal FF . 

Після визначення коефіцієнтів і деяких математичних перетворень отримаємо математи-
чну залежність для визначення продуктивності фільтрувальної установки від вищенаведених 
факторів: 

    
.k,,,Q,k,k

,QQ,k,,,Q,,Q

вхзагвхвх

загзагвхзагоч

22225 340034001001020107

1204011012047004043812

⋅+⋅+⋅+⋅+⋅⋅−⋅⋅⋅−

−⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅+⋅+⋅+⋅+⋅−−=

− ρδρδ

ρδρδρδ

        

(4) 

За допомогою математичної моделі (4) можна визначити продуктивність фільтрування та 
підібрати необхідні характеристики матеріалів паперових фільтрувальних для вирішення від-
повідних завдань. 

Висновки 

Проведені дослідження та розроблені математичні моделі дозволяють визначити продук-
тивність процесу фільтрування від витрати фільтрованої води, товщини та щільності паперових 
фільтрувальних матеріалів, вхідної концентрації механічних домішок. Запропоновані матема-
тичні моделі дозволяють також визначити необхідні технічні характеристики паперових фільт-
рувальних матеріалів. 

Встановлено, що зразки із найвищою щільністю та найменшою товщиною та зразки із 
найменшою щільністю та найбільшою товщиною мають більшу фільтраційну та сорбційну зда-
тність, ніж зразки із середніми значеннями щільності та товщини. Це дозволяє припустити, що 
на фільтрувальні та сорбційні характеристики впливає також і просторове розташування воло-
книстих сорбентів у фільтруючому шарі ПФМ, що може бути пов’язане із феноменом набухан-
ня целюлозних волокон у вологому стані. 

При виборі паперових фільтрувальних матеріалів із необхідними заданими властивостя-
ми та їх використанні обов’язково потрібно враховувати вплив набухання целюлозних волокон 
на їх виробничі характеристики, що має знайти необхідне відображення в технологічних регла-
ментах експлуатації пристроїв на їх основі. 
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MATHEMATICAL MODELING OF THE WASTE WATER TREATMENT PROCESS 

WHEN USING PAPER FILTER MATERIALS 

Averyanov V., Shmatko D., Sasov A., Cherneta О. 

 

Abstract 
The application of filtering paper elements in special devices that ensure the maintenance of the 

highest purity of the treated medium is limited to resource, durability, filtration, sorption and other 
properties. 

In connection with the need to ensure the highest purity of water in pharmaceutical and 
electronic industries, as well as the possibility of using the filtering paper materials for cleaning the air 
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at nuclear power plants; in filter-ventilating systems of refuges, medical establishments, operational, 
production workshops (fermentation departments) of the food and pharmaceutical industries, etc., 
there is a need for a mathematical model, with the help of which it would be possible to establish the 
compositional structure of the filtering paper materials, which would provide the samples with the 
required properties needed in each particular situation. 

The conducted researches and the developed mathematical models allow to determine the 
performance of the filtration process from the flow of filtered water, the thickness and density of paper 
filter materials, the input concentration of mechanical impurities. The proposed mathematical models 
also allow you to determine the required technical characteristics of paper filter materials. 

It was found that the samples with the highest density and the lowest thickness and the samples 
with the lowest density and the highest thickness had a higher filtration and sorption capacity than the 
samples with the average values of the density and thickness. This suggests that the filtering and 
sorption characteristics are also influenced by the spatial arrangement of the fibrous sorbents in the 
filtering paper materials filter layer, which may be related to the phenomenon of cellulose fiber 
swelling in the wet state. 

When selecting paper filter materials with the required set properties and their use, it is 
necessary to take into account the influence of the swelling of the cellulose fibers on their production 
characteristics, which should be reflected in the technological regulations for the operation of devices 
based on them. 
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