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ПРО КВАДРАТНЕ КОРІННЯ В СИСТЕМІ ЗАЛИШКОВИХ КЛАСІВ 
 

В роботі досліджено систему залишкових класів щодо можливості реалізації немоду-

льної операції знаходження квадратного кореня по модулю. 
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The system of residual classes on the possibility of realization of a nonmodular operation of 
finding the square root by modulus is investigated in the work.  
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Постановка проблеми 
Система числення залишкових класів (СЗК) — це система, в якій довільне число пред-

ставлено у вигляді набору найменших невід'ємних залишків по модулях 
1 2
, , ,

n
m m mK , тобто 

( )1 2, , , nN α α α= K . Тут (mod )i iN mα = . При цьому, якщо числа m
i
 взаємно прості, то тако-

му представленню відповідає тільки одне число N в діапазоні [ )0, M , де nm...mmM 21= . 

Переваги та недоліки СЗК детально розглянуті в класичній роботі [1]. До переваг СЗК, 
зокрема, відносяться мала розрядність залишків, висока точність і надійність, здатність системи 

до самокорекції. Недоліки обумовлені труднощами при реалізації немодульних операцій. У ба-

гатьох обчислювальних завданнях, що виконуються в СЗК, однією з найбільш трудомістких 
немодульних операцій є операція знаходження квадратного кореня по модулю.  

Аналіз останніх досліджень і публікацій 

У ряді робіт, наприклад [2, 3] запропоновані різні за складністю методи реалізації даної 
операції, однак, розв’язання її далеке від досконалості. Результати виконаних досліджень свід-

чать про можливість отримання більш ефективного рішення, яке дозволяє дещо спростити 

практичну реалізацію операції знаходження квадратного кореня по модулю. 

Формулювання мети дослідження 
Метою дослідження є аналітичний розгляд СЗК для реалізації немодульної операції 

знаходження квадратного кореня по модулю.  

Виклад основного матеріалу 

Нехай 1N , 1 0m N> ≥ . Тоді квадратним коренем із числа 1N  по модулю m  називаєть-

ся таке число 2N , 2 0m N> ≥ , під час зведення якого у квадрат отримуємо число 1N , тобто, 

2

1 2 (mod )N N m= . Так, наприклад, при 13m =  для 2 3N =  
2

1 3 (mod13) 9N = =  і для 2 10N =  

2

1 10 (mod 13) 9N = = . 

 Нехай (mod )k kN mα =  і (mod )k k kN mα α+∆ +∆= = + ∆ , де 1, 2, , 1m∆ = −K залишки 

чисел kN  і kN +∆  за модулем m  такі, що залишки квадратів цих чисел за модулем m  рівні.  

Тоді можна записати 
2 2 2 2 2

2k k k k k mα α α α α λ− = + =+∆ ∆+∆ − , де λ— ранг числа. 

Звідси 

2

2
k

mλ
α

−∆
=

∆
. 

Наприклад, для 13m = при 1∆ = , 1λ =  отримуємо 6kα =  і 7kα +∆ = .  

У табл. 1, табл. 2, табл.3 представлені значення kα  і kα +∆  за різних ∆  і λ  для 13m = , 

7m =  і 11m =  відповідно. 



Розділ 1. Математичне моделювання в природничих науках та інформаційні технології                      25 

Таблиця 1 
 

 

 
 

 

 
 

 

 

 
 

 

 
Таблиця 2 

 

 

 
 

 

 
 

 

 
Таблиця 3                                           

 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

Аналіз табл. 4, табл. 5, табл. 6, побудованих на підставі табл. 1, табл. 2, табл. 3 

відповідно, показує, що по кожному модулю для деяких чисел від 1 до 1m−  відсутні корені, а 

інші числа мають по два квадратного кореня. Звідси, для n — модульного числа, що має квад-

ратне коріння, їх кількість 2
n

g = .  

Розглянемо, знаходження квадратного коріння, наприклад, числа, що має залишки 

1 2 39, 4, 3β β β= = =  у системі модулів 1 2 313, 7, 11m m m= = = .  

Із табл. 4 для залишку 1 9β =  вибираємо 1,1
3γ = , 1,2

10γ = . Із табл. 5 для залишку 

2 4β =  вибираємо 2,1
2γ = , 2,2

5γ = . Із табл. 6 для залишку 3 3β =  вибираємо 3,1
5γ = , 3,2

6γ =  

Отже, числа із залишками 1 2 39, 4, 3β β β= = =  в системі модулів 

1 2 313, 7, 11m m m= = =  мають 
3

2 8g = =  корені: 

  
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 2 3 4

5 6 7 8

16 3,2,5 , 380 3, 2,6 , 159 3,5,5 , 523 3,5,6 ,

478 10,2,5 , 842 10,2,6 , 621 10,5,5 , 985 10,5,6

s s s s

s s s s

= = = = = = = =
= = = = = = = = .

 

 

13m =  

∆  λ  kα  kr  kα +∆  kr +∆  
2 2

(mod ) (mod )k km mα α +∆=  

1 1 6 2 7 3 10 

3 3 5 1 8 4 12 

5 5 4 1 9 6 3 

7 7 3 0 10 7 9 

9 9 2 0 11 9 4 

11 11 1 0 12 11 1 

7m =  

∆  λ  kα  kr  kα +∆  kr +∆  
2 2

(mod ) (mod )k km mα α +∆=  

1 1 3 1 4 2 2 

3 3 2 0 5 3 4 

5 5 1 0 6 5 1 

11m =  

∆  λ  kα  kr  kα +∆  kr +∆  
2 2

(mod ) (mod )k km mα α +∆=  

1 1 5 2 6 3 3 

3 3 4 1 7 4 5 

5 5 3 0 8 5 9 

7 7 2 0 9 7 4 

9 9 1 0 10 9 1 
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Таблиця 4                                       Таблиця 5                                       Таблиця 6 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

Пояснюється це різними рангами [4] чисел з однаковими залишками 

1 2 39, 4, 3β β β= = = . 

Таким чином, на наступному етапі виникає завдання визначити який із цих коренів є 

коренем саме числа 0S , ранг якого tλ . 

Позначимо ( 1)Mλℜ= + ↓  — найближче менше до ( 1)Mλ +  ціле число. Нехай 

1( )tλ −ℜ  для 1tλ −  та ( )tλℜ  для tλ . Тоді, якщо виконується умова 1
( ) ( )

t j t
sλ λ−ℜ < ≤ℜ  [5], саме 

цей корінь є шуканим коренем. Для числа з нульовим рангом 0 js M< ≤ ↓ . 

Нехай за даною методикою треба визначити який із наведених вище коренів є коренем 

числа, залишки якого 1 2 39, 4, 3β β β= = =  та ранг 273tλ = .  

Для даного рангу 1( ) 522tλ −ℜ =  та ( ) 523tλℜ = . Перевіряємо послідовно, починаючи з 

( )1 16 3,2,5s = = , виконання умови 1
( ) ( )

t j t
sλ λ−ℜ < ≤ℜ . Ця умова виконується лише для 

( )4 523 3,5,6s = = . Отже, ( )4 523 3,5,6s = =  і є коренем числа. 

Оцінимо часові витрати. 

В найгіршому випадку досягнення результату вимагає 1g −  ітерацій. 

Однак у реальних процесах параметри описуються числами, розподіленими випадковим 

чином. Наприклад, при рівномірному розподілі чисел ймовірність для ni ,,3,2 K= дорівнює 

1

( 1)
ip

g i
=

− −
. Якщо процес визначення уявити у вигляді дерева можливих результатів, то 

повна ймовірність кожного результату визначається, як сума всіх ймовірностей, починаючи від 
цього результату і закінчуючи коренем дерева (початкового стану). В результаті кількість іте-

рацій  

 
 

 

         13m =  

        Залишки 

Число 

 

Перший 

корінь 

Другий 

корінь 

1 1 12 

2 --- --- 

3 4 9 

4 2 11 

5 --- --- 

6 --- --- 

7 --- --- 

8 --- --- 

9 3 10 

10 6 7 

11 --- --- 

12 5 8 

         7m =  

         Залишки 

Число 

 

Перший 

корінь 

Другий 

корінь 

1 1 6 

2 3 4 

3 --- --- 

4 2 5 

5 --- --- 

6 --- --- 

         11m =  

        Залишки 

Число 

 

Перший 

корінь 

Другий 

корінь 

1 1 10 

2 --- --- 

3 5 6 

4 2 9 

5 4 7 

6 --- --- 

7 --- --- 

8 --- --- 

9 3 8 

10 --- --- 

1

2

1

1 (1) 2(1 (1)) (2) 3(1 (1))(1 (2)) (3) (1 (1))(1 (2)) (1 ( 1)) ( )

( 1)(1 (1))(1 (2)) (1 ( 2)) ( 1) ( 1)(1 (1))(1 (2)) (1 ( 1)) 1
g

g

T p p p p p p i p p p i p i

g p p p g p g g p p p g l
−

= + − + − − + + − − − − + +

+ − − − − − − + − − − − − = +∑
K K K

K K
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Так, наприклад, для 8g =  знадобиться 
11

1 4,37
2

g
T l

g

−
= + =∑ , тобто п'ять ітерацій. Підви-

щення швидкодії 1, 4θ = .  

Табл. 7 та графік (рис. 2) ілюструють залежність підвищення швидкодії від кількості коренів. 

Таким чином, розглянутий підхід забезпечує знаходження квадратного коріння числа в 

системі залишкових класів. 
 

Рис. 1. Дерево можливих результатів 

 

 

 

 
 

Рис. 2. Графік швидкодії 

 
Таблиця 7 
 

Кількість  

модулів 

Кількість  

коренів 

Підвищення  

швидкодії 

2 4 1,2 

3 8 1,4 

4 16 1,7 

5 32 1,8 

6 64 1,9 

7 128 2,0 

8 256 2,0 

9 512 2,0 

10 1024 2,0 

 

Висновки 

Досліджено метод реалізації в системі залишкових класів проблемної операції визна-

чення квадратного кореня. Показано, що запропонований метод забезпечує отримання шукано-

го результату. На основі запропонованого підходу при рівномірному розподілі чисел досягаєть-
ся підвищення швидкодії виконання операції визначення квадратного кореня. Представляється 

доцільним застосувати запропонований підхід в якості перспективного напрямку досліджень 

складних операцій в системі залишкових класів. 
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ON SQUARE ROOTS IN THE SYSTEM OF RESIDUAL CLASSES  

Polissky Yu. 
 

Abstract 

When performing a number of computational operations in a non-positional number system of 

residual classes, there is a problem of determining the square root of a number modulo. A number of 
works offer different methods of implementation of this operation, however, its solution is far from 

perfect. The purpose of the study is an analytical consideration of the system of residual classes for the 

implementation of a nonmodular operation of finding the square root of the modulus. Thus the square 
root from some number on the module is called such number during which reduction in a square we 

receive initial number. The tools of the research methodology are systems analysis, number theory and 

the Chinese residual theorem. The research methodology is based on the analysis of special tables of 
residuals modulo for different values of difference and rank of number. The rank of a number is a 

characteristic that shows how many times you need to subtract the value of the range from the 

resulting number to return it to the range. This analysis shows that for each module there are no roots 

for some numbers, and other numbers have two square roots. Determining a particular root from this 
number is done by checking that it belongs to one of the intervals constructed based on the rank of the 

number. The time estimation of the proposed method is given, based on the fact that in real processes 

the parameters are described by numbers distributed randomly. This estimate is illustrated by a tree of 
possible results, a table and a graph of performance. The result of the work is a completed theoretical 

justification of the proposed approach to the effective solution of the problem of determining the 

square root of a number.The method of realization in the system of residual classes of the problem 
operation of determining the square root is investigated. It is shown that the proposed method provides 

the desired result. On the basis of this approach at uniform distribution of numbers increase of speed 

of performance of operation of definition of a square root is reached. The proposed approach is 

algorithmically simple and it is expedient to consider it as one of the directions of research of ways of 
increase of efficiency of calculations in system of residual classes. 
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