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ЧИСЕЛЬНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ДОКРИТИЧНОГО І ЗАКРИТИЧНОГО ОБТІКАННЯ
ПРОФІЛЮ ТУРБУЛЕНТНИМ ПОТОКОМ

NUMERICAL SIMULATION OF SUBCRITICAL AND SUPERCRITICAL TURBULENT
FLOW AROUND AIRFOIL

Для чисельного моделювання турбулентного докритичного і закритичного обтікання
профілю NACA 4412 нестисливим потоком застосовуються нестаціонарні осереднені за Рей-
нольдсом рівняння Нав'є-Стокса. Для замикання вихідних рівнянь використано три однопара-
метричні моделі турбулентної в'язкості SA, SARC, SALSA. Розв'язок системи вихідних рівнянь
отримано за допомогою неявного скінченно-об'ємного чисельного алгоритму, що базується на
методі штучного стискування, модифікованому для розв'язання нестаціонарних задач. Блочно-
матричну систему лінійних алгебраїчних рівнянь неявної схеми було розв'язано методом мінімі-
зації узагальненої неузгодженості (GMRES) з неповним LU-розкладанням ILU(k) загальної ма-
триці системи в якості передобумовлення. Проведено порівняння однопараметричних моделей
турбулентності SA, SARC, SALSA при обтіканні профілю NACA 4412 турбулентним нестисли-
вим потоком. Виконано аналіз отриманих миттєвих ліній течії, контурів інтенсивностей тур-
булентної в'язкості та завихреності, коефіцієнтів підйомної сили та лобового опору для хара-
ктерних режимів обтікання. На докритичних кутах усі три моделі дають близькі результати
за всіма характеристиками. Встановлено, що на закритичному режимі обтікання профілю
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NACA 4412 модель турбулентності SARC не призводить до істотного поліпшення одержува-
них результатів (за розподілом коефіцієнта тиску в зоні відриву) порівняно зі стандартною
моделлю SA. Однак необхідні обчислювальні ресурси збільшуються на 30 %. Модель турбулент-
ності SALSA призводить до значного поліпшення одержуваних результатів порівняно з моде-
лями SA, SARC на закритичних кутах атаки. Модель SALSA більш чутлива до зміни структури
течії. Порівняння результатів розрахунків з відомими експериментальними та розрахунковими
даними показало перевагу моделі турбулентності SALSA порівняно з іншими тестованими мо-
делями в течіях з розвиненим і масивним двовимірним нестаціонарним відривом потоку, що
характеризуються нестаціонарними ефектами.

Ключові слова: математичне моделювання, рівняння Нав'є-Стокса, моделі турбулент-
ної, аеродинамічний профіль.

For numerical modeling of the turbulent subcritical and postcritical flow around the NACA 4412
profile by an incompressible flow, the nonstationary Reynolds-averaged Navier-Stokes equations are
used. To close the initial equations, three one-parameter turbulent viscosity models SA, SARC and SAL-
SA are used. The solution of the system of initial equations is obtained using an implicit finite-volume
numerical algorithm based on the method of artificial compression modified to solve nonstationary prob-
lems. The block-matrix system of linear algebraic equations of the implicit scheme was solved by the me-
thod of minimizing the generalized mismatch (GMRES) with an incomplete LU decomposition ILU(k) of
the total matrix of the system as a preconditioner. A comparison of one-  parameter turbulence models
SA, SARC and SALSA is carried out for the flow around the NACA 4412 profile by a turbulent incom-
pressible flow. The obtained instantaneous flow lines, contours of turbulent viscosity and vorticity inten-
sities, lift and drag coefficients for typical flow regimes are analyzed. At subcritical angles, all three
models give similar results for all characteristics. It is established that at the critical flow regime of the
NACA 4412 profile, the SARC turbulence model does not lead to a significant improvement in the results
obtained (in terms of the distribution of the pressure coefficient in the separation zone) compared to the
standard SA model. However, the required computing resources increase by 30 %. The SALSA turbulence
model leads to a significant improvement in the results obtained compared to the SA and SARC models
at critical angles of attack. The SALSA model is more sensitive to changes in the flow structure. Compar-
ison of the calculation results with the known experimental and computational data has shown the supe-
riority of the SALSA turbulence model compared to other tested models in flows with a developed and
massive two-dimensional unsteady flow separation characterized by unsteady effects.

Keywords: mathematical modeling, Navier-Stokes equations, turbulence models, aerodynamic profile.

Постановка проблеми
Визначення аеродинамічних характеристик, вібраційних навантажень і аеропружних

властивостей крила літака,  гвинта гелікоптера,  лопатей вітроагрегатів є важливою задачею ае-
родинаміки. На сьогодні однією з основних проблем обчислювальної аеродинаміки є розраху-
нок закритичного обтікання профілів. Розв'язання цієї задачі на базі прямого чисельного моде-
лювання DNS і моделювання великих вихорів LES вимагає від самого початку тривимірної пос-
тановки,  занадто великих ресурсів ЕОМ і можливе лише з появою комп'ютерів зі швидкими та
потужними процесорами. Підхід, що ґрунтується на чисельному розв'язанні усереднених за
Рейнольдсом рівнянь Нав'є-Стокса,  дає можливість зведення задачі у двовимірну площину,  і з
розумними витратами та із задовільною точністю дозволяє моделювати нестаціонарну природу
відривних течій. У цьому випадку все залежить від вибору конкретної моделі турбулентності.

Аналіз останніх досліджень та публікацій
Кілька практичних робіт було присвячено вивченню закритичного обтікання профілю

NACA 4412 [1, 2, 3]. У роботах Srinivasan, Ekaterinaris, McCroskey [4], Davidson [5], Ekaterinaris
[6], Szydlowski, Costes [7] і Rumsey, Gatski [8] проведено порівняння різних моделей турбулент-
ності з експериментальними даними на нерухомих і рухомих профілях. Встановлено, що для
докритичного режиму обтікання профілю (слабкий відрив) вибір моделі турбулентності не чи-
нить істотного впливу на одержуваний результат за умови адекватної роздільної здатності роз-
рахункової сітки області течії. На закритичному режимі обтікання профілю (масивний відрив),
коли нелінійні ефекти мають домінуюче значення, зона зриву потоку починається поблизу пе-
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редньої кромки профілю. При цьому якість одержуваних результатів визначається не тільки чи-
сельним методом, а й моделлю турбулентності, і також розрахунковою сіткою.

Моделювання аеродинамічних течій здебільшого базується на алгебраїчних, одно- і дво-
параметричних моделях вихорової в'язкості. Основою розрахунку в'язких нестаціонарних течій
є однопараметричні моделі турбулентності, що являють собою розумний компроміс між обчис-
лювальними витратами і точністю одержуваних результатів.

Формулювання мети дослідження
Метою роботи є проведення порівняльного тестування трьох моделей турбулентності

SA, SARC, SALSA при обтіканні профілю NACA 4412 турбулентним нестисливим потоком.
Виклад основного матеріалу

Осереднені за Рейнольдсом нестаціонарні рівняння Нав'є-Стокса нестисливої в'язкої рі-
дини за відсутності зовнішніх сил мають наступний вигляд
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де ix , 1,2i =  — декартові координати; t  — час; iu  — декартові складові вектора середньої шви-
дкості; p  — тиск; eff tn n n= +  — ефективний коефіцієнт кінематичної в’язкості; n  и tn  —  мо-
лекулярний та турбулентний коефіцієнти кінематичної в’язкості.

Для замикання осереднених за Рейнольдсом рівнянь Нав'є-Стокса використовуються
диференціальні однопараметричні моделі Spalart-Allmaras [9], SARC [10, 11] и SALSA [12], які
розроблені для задач зовнішньої дозвукової аеродинаміки.

Однопараметрична модель турбулентності Spalart-Allmaras (SA) [9] розроблена у 1992
році та призначена для опису рівноважних течій типу примежового шару для задач зовнішньо-
го обтікання за малих кутів атаки з невеликими відривними зонами. Генерація турбулентності
визначається ротором поля швидкості.

У 1997 році Spalart і Shur запропонували модифікацію вихідної моделі SARC [10, 11]
введенням додаткових евристичних функцій для врахування кривизни ліній течії й обертання
твердої обтічної поверхні.

У 2003 році співробітниками TU Berlin запропоновано модифікацію SALSA [12], у якій гене-
рація турбулентності була пов'язана не з ротором поля швидкості, а з тензором швидкостей деформа-
цій. Крім того, на основі досвіду використання початкової моделі було внесено зміни в константи. Різ-
ного роду модифікації дали змогу точніше враховувати нестаціонарні ефекти в турбулентності.

а) Стандартна модель турбулентності Спаларта-Аллмараса (Spalart-Allmaras — SA)
[9] призначена для визначення розмірного кінематичного коефіцєнта турбулентної в’язкості

1t t vfn n= ×% ,                                                                     (3)
де ( )3 3 3

1 1v vf cc c= +  — демпфуюча функція кінематичних в'язкостей tc n n= % . Тут tn%  — робо-

ча змінна. Рівняння для визначення tn%  в моделі Спаларта-Аллмараса має вигляд [9]
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Перший доданок правої частини (4) — джерельний член генерації турбулентності, де
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( )0.5ij i j j iW u x u x= ¶ ¶ - ¶ ¶  — тензор завихреності.

Функція 2vf  визначається за допомогою співвідношення
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Другий і третій доданки правої частини (4) відповідають за дисипацію турбулентности.
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Четвертий — за деструкцію турбулентності поблизу твердої стінки і містить функцію
1/ 66
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%
. Тут d  — відстань до найближчої стінки. Значення констант:

0.41k =  — константа Кармана, 2/ 3s =  — турбулентне число Прандтля, 1 0.1355bc = ,

2 0.622bc = , 2 5.0vc = , 2 0.3wc = , 3 2wc = , 1 7.1vc = , 3 1vf = .
б) Модель турбулентності Спаларта-Аллмараса з урахуванням обертання та кривизни

ліній струму (Spalart-Allmaras for Rotation and Curvature — SARC) розроблена Spalart и
Shur [10].

В моделі SARC [10], на відміну від стандартної SA [9], доданок генерації турбулентності
множиться на еврістичну функцію 1rf
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де 1 1rc = , 2 12rc = . Константа 3rc  визначена Spalart и Shur [10] у діапазоні 0.6 1.0¸ . В даній ро-

боті 3 0.6rc = . Функцію *r  визначено як * Sr W= . Тут 2 ij ijS S S= , 2 ij ijW W W= ,

( )0.5ij i j j iS u x u x= ¶ ¶ + ¶ ¶  — тензор швидкостей деформації. Функція r%  згідно [10] має вигляд
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де mW  — значення кутової швидкості обертання відносно вісі mx , imne  — компоненти тензора

третього рангу Леві-Чивіта, ( )2 20.5D S W= + .

в) Модель Спаларта-Аллмараса, адаптована до тензора швидкостей деформації
(Strain-Adaptive Linear Spalart-Allmaras Model — SALSA) [12] є розвитком оригінальної моделі
SA. Вона ґрунтується на принципі вихорової в’язкості для слабостисливих течій з флуктуація-
ми густини, якими можна знехтувати.

Рівняння для визначення tn%  в моделі Спаларта-Аллмараса, адаптованій до тензора шви-
дкостей деформацій, записується у вигляді [12]
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Від стандартної моделі турбулентності Спаларта-Аллмараса SALSA відрізняється мо-
дифікацією членів генерації, дисипації та деструкції турбулентної в'язкості. Стандартний кое-
фіцієнт 1bc  модифіковано в доданку генерації наступним чином
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Основна відмінність SALSA від стандартної моделі турбулентності SA полягає у вико-
ристанні тензора швидкостей деформацій замість тензора завихреності, а саме:
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Функції, які входять в доданок деструкції, мають наступний вигляд
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Значення всіх інших констант такі самі, як і в стандартній моделі SA.
В якості початкових умов виступали параметри незбуреного потоку в усій розрахунковій

області. На зовнішній границі застосовувалися невідбивні граничні умови. На поверхні твердого
тіла ставилася умова прилипання. В моделях турбулентності SA, SARC, SALSA значення робо-
чої змінної на тілі задавалося рівним нулю 0,tn =%  на вхідній границі 0.1,tn =%  на вихідній —
ставилася умова Неймана.

Система вихідних рівнянь (1)—(2), замкнена однією з моделей SA, SARC, SALSA, запи-
сується відносно довільної криволінійної системи координат на рухомих сітках у безрозмірному
вигляді [13]. Узгодження полів тиску та швидкості здійснюється за допомогою методу штучної
стисливості, модифікованого для розрахунку нестаціонарних задач. Система вихідних рівнянь
інтегрується чисельно з використанням методу контрольного об'єму. Розроблений чисельний
алгоритм базується на тришаровій неявній схемі Rogers-Kwak [13], що має другий порядок точ-
ності інтегрування за часом, третій порядок протипотокової апроксимації конвективних додан-
ків і другий порядок центрально-різницевої апроксимації дифузійних членів. Отримана блочно-
матрична система алгебраїчних рівнянь розв'язувалася методом ітерацій Гаусса-Зейделя.

В однопараметричних моделях турбулентності для апроксимації конвективних доданків
було застосовано схему TVD з обмежувачем потоків ISNAS 3-го порядку, розробленим для мо-
делювання перенесення турбулентних характеристик [14].

Нижче наведено результати розрахунків обтікання, проведені для випадку нерухомого
профілю NACA 4412, стосовно до експериментальних даних із роботи Wadcock [3] за числа
Рейнольдса 6Re 1.64 10= ´ , визначеного за хордою профілю, швидкості незбуреного потоку

29.1U¥ =  м/с.  Кут атаки варіювався в діапазоні від 0° до 18°. Роботу Wadcock [3] було обрано
для тестування моделей турбулентності, оскільки в ній наведено інтегральні та розподілені па-
раметри під час обтікання профілю NACA 4412.

Усі розрахунки проводилися на сітці О-типу з числом вузлів у радіальному й окружному
напрямках 701 500´  відповідно. У примежовому шарі перебувало близько 300 точок.

Лінії струму, побудовані за миттєвим полем швидкостей, для різних кутів атаки, отрима-
но за допомогою моделі турбулентності SALSA та наведено на рис. 1. На профілі при збільшенні
кута атаки нульова лінія течії відхиляється, відбувається зростання відривної зони, лобового
опору та підйомної сили. До кута атаки 12° всі інтегральні та розподілені аеродинамічні харак-
теристики, отримані за допомогою різних моделей турбулентності, добре узгоджуються з експе-
риментальними даними і між собою. При досягненні закритичного режиму (кут атаки більший
за 12°) відбувається падіння коефіцієнта підйомної сили та різке зростання опору профілю.

Порівняння моделей турбулентності SA [9], SARC [10, 11] і SALSA [12] почнемо з розг-
ляду ліній течії,  побудованих для кута атаки 12° (рис. 2). Модель SA призводить до наявності
найменшої відривної зони (рис. 2 а). Відрив турбулентного примежового шару відбувається при

/ 0.85x c = , що відповідає експериментальним даним [3]. Незначне зміщення положення точки
відриву вгору за потоком / 0.80x c =  (рис2 б) спостерігається при використанні моделі турбуле-
нтності SARC. Застосування моделі турбулентності SALSA призводить до найбільшої відривної
зони (рис. 2 в). Для цієї моделі положення точки відриву відповідає / 0.60x c = .

Закритичний режим обтікання профілю (кут атаки 18°) характеризується періодичним
зривом вихорових структур з верхньої підвітряної поверхні профілю. Частота сходження та ге-
ометричні розміри вихорів, отримані з використанням моделей SA, SARC, SALSA, є різними.
Лінії течії побудовані для кута атаки 18° і моменту часу,  що відповідає найбільшому значенню
підйомної сили на періоді, отримані за допомогою різних моделей турбулентності, наведено на
рис.  3. Модель SA дає стаціонарну відривну зону з двома вихорами,  що є наслідком відриву та
взаємодії потоку з верхньої поверхні та хвостової частини профілю (рис. 3 а). Використання
моделі SARC призводить до зміщення положення точки відриву вгору за потоком до значення

/ 0.43x c =  порівняно з / 0.45x c =  для моделі SA (рис.  3 б). У цьому випадку порушується ста-
ціонарний характер обтікання профілю, й формуються вихори, що зносяться вниз за потоком.
Найбільші розміри відривної зони спостерігаються при використанні моделі турбулентності
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SALSA. Положення точки відриву відповідає координаті / 0.28x c = . Спостерігається виник-
нення вторинного відриву примежового шару при / 0.58x c =  на верхній поверхні профілю за
моделлю SALSA і його приєднання при / 0.72x c =  (рис.  3  в).  Період сходження вихорів за мо-
деллю турбулентності SARC дещо більший, ніж за моделлю SALSA.

а) б)

в) г)

д) е)

ж) з)

Рис. 1. Лінії течії, побудовані за миттєвим полем швидкостей, для різних кутів атаки: а)
0°, б) 4°, в) 8°, г) 10°, д) 12°, е) 14°, ж) 16°, з) 18°
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а)

б)

в)
Рис. 2. Лінії течії,  побудовані за миттєвим полем швидкостей,  для кута атаки 12°,

отримані за допомогою різноманітних моделей турбулентності: а) SA, б) SARC, в) SALSA

а)

б)

в)

Рис. 3. Лінії течії,  побудовані за миттєвим полем швидкостей,  для кута атаки 18°,
отримані за допомогою різноманітних моделей турбулентності: а) SA, б) SARC, в) SALSA
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Ізосмуги турбулентної в'язкості для кутів атаки 12° и 18°, отримані за допомогою різних
моделей турбулентності, наведено на рис. 4, 5. Модель турбулентності SA генерує наповнений
профіль турбулентної в'язкості в примежовому шарі. Члени корекції кривизни в моделі SARC
мають невеликий вплив,  і вона несе в собі «вроджені»  проблеми від моделі SA  моделювання
течій із великою відривною зоною. Модель SALSA краще передає нестаціонарну двовимірну
структуру течії з розвиненим відривом потоку.  Основна перевага моделі SALSA в порівнянні з
моделями SA і SARC полягає в тому, що вона ґрунтується на тензорі швидкостей деформацій, а
не на тензорі завихреності, що призводить до генерації вищих значень турбулентної в'язкості в
течіях із масивними відривами потоку.

Розподіл коефіцієнта тиску поверхнею профілю для кутів атаки 8°, 12°, 15°, 18° наведе-
но на рис. 6. До кута атаки 8° спостерігається гарний збіг результатів за всіма моделями турбу-
лентності з експериментом.

Для кута атаки 12° (рис. 6 б) розподіл коефіцієнта тиску, отриманий із використанням
моделі турбулентності SA, краще узгоджується з експериментальними даними [3], ніж за моде-
лями SARC і SALSA. Подальше збільшення кута атаки (рис. 6 в, г) призводить до погіршення
узгодження розрахункових даних, отриманих із використанням моделей SA і SARC, з експери-
ментальними даними, особливо на ділянці масивного відриву пограничного шару. За кутів ата-
ки більших за 12° застосування моделі турбулентності SALSA призводить до помітного поліп-
шення одержуваних результатів.

Одним із визначальних чинників при виборі даної задачі в якості тестової була наявність
експериментальних даних щодо розподілу коефіцієнта тертя поверхнею профілю для кута атаки
12°. Wadcock [3] отримав ці дані за допомогою лазерного вимірювача швидкості. Локальний
коефіцієнт тертя 22f eC Ut r= , де eU  — швидкість на межі примежового шару по верхній по-
верхні профілю,  наведено на рис.  7  а.  Коефіцієнт тертя обертається в нуль при / 0.85x c = , що
відповідає відриву потоку з верхньої поверхні профілю. На цьому ж рисунку наведено дані,
отримані Caltech [0] при 13.87a °=  и Hasting [2] при 12.15a °= . Порівняння моделей турбулен-
тності за положенням точки відриву показало, що модель SA при невеликих кутах атаки дає
дещо кращі результати серед тестованих моделей. Відрив турбулентного пограничного шару
для кута атаки 12° відбувається за координати / 0.85x c = , що відповідає експериментальним
даним  [3]. Незначне зміщення положення точки відриву вгору за потоком ( / 0.80x c = ) спосте-
рігається при використанні моделі SARC. Основна відмінність моделі SARC від моделі SA по-
лягає у зменшенні генерації турбулентної в'язкості в носовій області профілю з великою криви-
зною. Модель SALSA дає нижчі значення коефіцієнта тертя для кута атаки 12°, в порівняння зі
стандартними SA і SARC.  Положення точки відриву зміщується вгору за потоком і відповідає
координаті / 0.60x c = . Однак, зміщення точки відриву не має впливу на загальні інтегральні ха-
рактеристики (рис. 8 а, б).

Зростання товщини примежового шару на верхній поверхні профілю при 12a °= пока-
зано на рис. 7 б. При наближенні до точки відриву потоку спостерігається значне потовщення
пограничного шару 0.995d . Збільшення кута атаки призводить до зміщення положення точки від-
риву вгору за потоком. Спостерігається задовільний збіг отриманих результатів з експеримента-
льними даними.

Профіль крила NACA 4412 має аеродинамічні характеристики, близькі до оптимальних —
малий опір і високу підйомну силу. Залежності коефіцієнтів підйомної сили LC  і лобового опо-
ру DC  від кута атаки a  представлені на рис.  8. До кута атаки 12° результати,  отримані з вико-
ристанням тестованих моделей турбулентності, за коефіцієнтами підйомної сили і лобового
опору близькі між собою і добре збігаються з експериментальними даними [3]. Максимальна
підйомна сила відповідає куту атаки 12a °= .  Зрив потоку з підвітряного боку профілю
NACA 4412 відбувається при 13a °= . У разі закритичного обтікання профілю моделі турбулен-
тності SA і SARC демонструють майже лінійне зростання LC і DC . За закритичного режиму
обтікання профілю результати з використанням моделі SALSA краще узгоджуються з експери-
ментальними даними.
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а)

б)

в)
Рис. 4. Ізосмуги турбулентної в’язкостй для кута атаки 12°, отримані за допомогою

різноманітних моделей турбулентності: а) SA, б) SARC, в) SALSA

а)

б)

в)
Рис. 5. Ізосмуги турбулентної в’язкостй для кута атаки 18°, отримані за допомогою рі-

зноманітних моделей турбулентності: а) SA, б) SARC, в) SALSA
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а) б)

в) г)
Рис. 6. Розподіл коефіцієнта тиску поверхнею профілю NACA 4412  для різних кутів

атаки: а) 8°, б) 12°, в) 15°, г) 18°

а) б)
Рис. 7. Розподіл коефіцієнта тертя (а) й товщини пограничного шару (б) верхньою

поверхнею профілю NACA 4412 для кута атаки 12°

а) б)
Рис. 8. Залежність коефіцієнтів підйомної сили (а) й лобового опору (б) від кута атаки a
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Висновки
Для чисельного моделювання обтікання профілю нестисливим потоком застосовуються

осереднені за Рейнольдсом нестаціонарні рівняння Нав'є-Стокса. Для замикання вихідних рів-
нянь використано три однопараметричні моделі турбулентної в'язкості SA, SARC, SALSA. Роз-
в'язок системи вихідних рівнянь отримано за допомогою неявного кінцево-об'ємного чисельно-
го алгоритму, що базується на методі штучної стисливості. Представлено результати тестування
трьох диференціальних однопараметричних диференціальних моделей турбулентності SA,
SARC, SALSA. Виконано аналіз отриманих миттєвих ліній течії, контурів інтенсивностей тур-
булентної в'язкості та завихреності, коефіцієнтів підйомної сили та лобового опору для харак-
терних режимів обтікання. Встановлено, що модель турбулентності SARC не призводить до
істотного поліпшення одержуваних результатів (за розподілом коефіцієнта тиску в зоні відриву)
порівняно зі стандартною моделлю SA. Однак при цьому необхідні обчислювальні ресурси збі-
льшуються на 30 %. Модель турбулентності SALSA призводить до значного покращення одер-
жуваних результатів порівняно з моделями SA,  SARC  на закритичних кутах атаки.  Модель
SALSA більш чутлива до зміни структури течії. Порівняння результатів розрахунків із відомими
експериментальними та розрахунковими даними показало перевагу моделі турбулентності
SALSA в порівнянні з іншими тестованими моделями в течіях із розвиненим і масивним двови-
мірним нестаціонарним нестаціонарним відривом потоку, що характеризуються нестаціонар-
ними ефектами.
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