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FUZZY MODELING IN CONTROL SYSTEMS 
 

The method of synthesis of the control system based on the theory of fuzzy sets has been 

formulated. The results of the simulation of the system with a fuzzy logical controller and neuro-

controller are presented. MATLAB — Simulink, Fuzzy Logic Toolbox — was used to build models and 
rulebases. 

The method of fuzzy adaptation of parameters for regulator's settings is proposed. Modelling 

results showed that at the constant parameters of the object of regulation, the system with fuzzy 

regulators and a neuro-controller has better dynamic performance compared to classical systems. An 
analysis of the work of the fuzzy regulator has been carried out. 

Keywords: fuzzy PID-regulator, linguistic variable, neuro-controller, fuzzy adaptation block, 

quality of regulation, transition process. 
 

Сформульовано метод синтезу системи керування на основі теорії нечітких множин. 

Наведено результати моделювання системи з нечітким логічним контролером та нейроконт-
ролером. MATLAB — Simulink, Fuzzy Logic Toolbox — використовувався для побудови моделей 

та баз правил.  

Запропоновано метод нечіткої адаптації параметрів для налаштувань регулятора. Ре-

зультати моделювання показали, що при постійних параметрах об’єкта регулювання система 
з нечіткими регуляторами та нейроконтролером має кращі динамічні характеристики порів-

няно з класичними системами. Проведено аналіз роботи нечіткого регулятора.  

Ключові слова: нечіткий PID-регулятор, лінгвістична змінна, нейроконтролер, блок 
нечіткої адаптації, якість регулювання, перехідний процес. 

 

Problem’s Formulation 
The tasks solved by information systems can in most cases be reduced to a number of typical 

ones, among which are the following: Classification of images; Approximation of functions; 

Prediction); Optimization; Regulation — transition and maintenance of the system in the required state. 

Regulation is the most complex, and most of the time requires other auxiliary tasks solved. 
Control systems are, generally, characterized by non-linear dependencies, complex to model dynam-

ics, uncontrollable noises and interferences. The classic Control Theory is based on the idea of lineari-

sation of systems. Hence a more effective approach would be a development of control systems that 
are based on an adaptive approach, an amalgam of methods from theory of neural networks and fuzzy 

logic. 

Controllers based on this innovative concept are capable of providing higher values of modu-

lation quality in numerous cases in comparison to those of classic controllers. By incorporating fuzzy 
control algorithm synthesis and technology of neural network building, it is possible to optimise com-

plex control loops without conducting additional comprehensive, mathematical research. 
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Analysis of recent research and publications 
The use of linear proportional–integral–derivative (PID) regulators in non-linear object 

management systems often results in a poor regulatory process characterized by high re-regulation 

values, static error and/or transition time.  
Analysis of the literature [1—5] showcased that there is a large number of approaches to the 

problem of synthesis of non-linear object control systems with random signals, and there is no 

universal controller yet. 

Formulation of the study purpose 
PID controllers are performing poorly when managing non-linear and complex systems, or 

when information about the object of management is insufficient. Regulators can be improved in some 

cases by fuzzy logic, neural networks, and genetic algorithms. These methods are referred to around 
the world as "soft-computing", emphasizing their difference from "hard-computing", which consists of 

the ability of the method to operate with incomplete and inaccurate data. A variety of methods can be 

combined in a single controller: fuzzy-PID, neuro-PID, neuro-fuzzy-PID controllers with genetic 
algorithms. The main disadvantage of fuzzy and neural network controllers is the complexity of their 

configuration: the compilation of a base of fuzzy rules and the training of a neural network. 

The problem of creating a rule base is one of the key challenges in building a fuzzy logical 

controller. Different methods are used to solve it: either interviewing an experienced operator, or 
fixing decisions made by the operator in different situations, or tracking the desired trajectory of 

control based on any type of considerations.   

This paper proposes a fuzzy adaptation of parameters of the PID-controller settings, allowing 
to take into account the non-linear properties of the object and provide the required quality of 

regulation when using the search algorithms of the Simulink software package also the synthesis of a 

neuro-controller with prediction implemented using MATLAB. 

Presentation of the main material 
 An example is the desired trajectory of a closed system with a PID-controller and a third-

order object (Fig. 1). 

 

 
 

Fig. 1. System with negative feedback and PID-controller 

 
The mathematical model of the system with the PID-controller is researched in terms of 

transitional processes by "error," "derivative error" and "output" when the task signal jumps and with 

the constant parameters of the control object (Fig. 2). 
Fig. 2 shows transition processes in the system by "error," "derivative error" and "output" (top 

curve) when the input signal jumps and at the constant parameters of the control object. 

 
 



Розділ 1. Математичне моделювання в природничих науках та інформаційні технології                        9 

 
 

Fig. 2. Transitional processes of the measurable values of input-output of a controller 

 
The fuzzy adaptive PID controller consists of a linear PID controller described by the ratio of 

   
dt

de
Kdt)t(eK)t(eK)t(u d

t

ip ++= ∫
0

                                                  (1) 

and a fuzzy adaptation block proportional to pK , integral iK  and differential dK  coefficients, that 

contains input fuzzification operations (error yye −= 0  and it’s speed dt/de ), fuzzy rules, fuzzy 

output and defuzzification operation of three outputs, those are definitions and refinements 

dip K,K,K . Variables e and dt/dee
' =  vary in a range [–3, 3], coefficients: pK  — in range [–0.3, 

0.3]; iK  — in range [–0.06,0.06] and accept 7 linguistic values NB, NM, NS, Z, PS, PM, PB 

(Negative Big, Negative Medium, Negative Small , Zero approaching zero, Positive Small, Positive 
Medium, Positive Big). 

Internal structure of a fuzzy adaptation module  
The main steps of building fuzzy rule groups connecting the error e and its derivative e' with 

three coefficients dip K,K,K  [1]: 1) if e is relatively high, then it should be decreased by increasing 

pK  and decreasing dK , as well as decreasing the impact of the integral; 2) if e and e
'
 are acceptable 

pK  should be decreased until a certain necessary value that would decrease the amounts of re-

adjustment and overall influence on the system is reached; 3) If e is very small, pK  and iK  should be 

increased, to introduce higher stability to the system dK should be changed so, that any jittering is 

avoided in the system. if e is too low, we're increasing dK , if e
'
 is too high, we decrease dK . 

Bases of production rules for coefficients dip K,K,K  are demonstrated in tabl. 1—3. Fuzzy 

knowledge base rules, with which the proportional coefficient ,K p  is refined, the integral coefficient 

,Ki  the differential coefficient dK  are written in the form 

1
pR : if е is NB, e' is NB, then pK  is PB, iK  is PS, dK  is NB, 

....................................................................................... ............................. , 
49
pR : if е is PB, e' is PB, then pK  есть NB, iK  есть PB, dK  есть PB. 
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                             Table 1. Base of production rules of coefficient pK  

 

e 

de/dt 

NB NM NS Z PS PM PB 

NB PB PB PM PM PS Z Z 

NM PB PB PM PS PS Z NS 

NS PM PM PM PS Z NS NS 

Z PM PM PS Z NS NM NM 

PS PS PS Z NS NS NM NM 

PM PS Z NS NM NM NM NB 

PB Z Z NM NM NM NB NB 

                               

                                       Table 2. Base of production rules of coefficient iK  

 

e 
de/dt 

NB NM NS Z PS PM PB 

NB PS NS NB NB NB NM PS 

NM PS NS NB NM NM NS Z 

NS Z NS NM NM NS NS Z 

Z Z NS NS NS NS NS Z 

PS Z Z Z Z Z Z Z 

PM PB NS PS PS PS PS PB 

PB PB PM PM PS PS PS PB 

 

Table 3. Base of production rules of coefficient dK  

 

And 
the/dt 

NB NM NS Z PS PM PB 

NB NB NB NM NM NS Z Z 

NM NB NB NM NS NS Z Z 

NS NB NM NS NS Z PS PS 

Z NM NM NS Z PS PM PM 

PS NM NS Z PS PS PM PB 

PM Z Z PS PS PM PB PB 

PB Z Z PS PM PM PB PB 

 
The rule base was built in the FIS-editor with a fuzzy conclusion on the Mamdani algorithm 

(Fig. 3). 

Closed loop control system in dynamic mode package in a Simulink MATLAB window, con-
taining the fuzzy PID-controller adapter block, as well as a control object with the transfer function (Fig. 

1), is shown in Fig. 4. Initial values of the coefficients are .K,K,K,K,K dipdee 11111 000 =====  

Ke = 1. 

The structure of the PID-controller, presented in fig. 5. To set up a fuzzy PID regulator to 
optimize and improve the quality of the transition process, you can use the Response Optimization 

block by triggering the Check Step Response Characteristics optimization window, which sets the 

necessary parameters to be automatically configured. 

In the process of optimizing the "Response Optimization Options" window, you can install 
and use several search algorithms in succession. Once the optimization is complete, the "Design 

Optimization" window displays a schedule of the optimal transition process. 
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Fig. 3. Upper part of the FIS-editor window 

 

 
 

Fig. 4. A system with fuzzy adaptive PID-management and PID-Controller 

 

 
                                 

Fig. 5. Customized PID-regulator scheme 
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Neural controller design 
The work [6] describes three neurocontrollers: NN Predictive Controller; a controller based on 

the autoeggression model with a moving average  NARMA — L2 Controller; Model Reference 

Controller effective controller is the NN Predictive Controller. The regulator uses a model of a non-
linear controlled object in the form of a neural network in order to predict its future behavior. The 

regulator calculates a control signal that optimizes the volume's behavior at a given time interval. The 

design of the neurocontroller consists of two stages: the stage of identification of a managed object 
and the stage of synthesis of the control law. During the identification phase, a model of a controlled 

object in the form of a neural network is developed, which is used for the synthesis of the regulator at 

the synthesis stage.  

Synthesis of the NN Prediction Controller neurocontroller uses files placed in the 
toolbox/nnet/nncontrol catalog of toolbox/nnet nncontrol the SIMULINK system, which can be broken 

down into three groups: one-dimensional optimization functions, SIMULINK models, auxiliary 

functions: Sfunxy2 — a function for output of graphs; Nncontrolutil is a support that enables private 
functions from the SIMULINK system to be accessed; Nnident.m is a feature used in identifying an 

object in the private catalog that provides a GUI, a learning sample, and network creation and training. 

On fig. 6 shows the structural circuit of the neural network system along with the fuzzy 

adaptive and classic PID-regulator developed by SIMULINK. This structure includes a controllable 
process unit and a NN Predictive Controller unit, as well as reference step signal generation units. The 

NN Predictive Controller is activated by the double click of the left mouse button. 

 

 
 

Fig. 6. Witha tink-black circuit of a fuzzy adaptive PID-regulator, a neural network regulator  

and the classic PID-regulator 

 
After the appearance of the user GUI window — Neural Network Predictive Control and set 

the controller parameters. E. build his neusse-modern model using the plant Identification special 

procedure.  
The identification procedure requires the task of the following parameters: the size of the 

hidden layer of the detected neurons, the tact of discreteness in seconds, the number of lag elements at 
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the entrance and exit of the model, the length of the training sequence (the number of points of 
removal of information), the maximum and minimum values of the input signal, the maximum and 

minimum values of the output signal. 

This window is versatile and can be used to build neural network models for any dynamic 
object that is described by the Simulink model. In our case, it is a non-linear dynamic model of the third 

order. n Epochs n function With the Browse button, you can choose any model available. If the model 

should be used to set up the controller, it should be created before the controller is calculated. You may 
also need to create a new model of the object if the designed controller is not functioning well.  

Choosing the Generate Training Data procedure will result in the launch of a training sequence 

generation program at 1600 c for the model under study. The program generates training data by 

impacting a number of random step signals on the Simulink managed process model.  
When the training sequence is finished, it is suggested either to accept the data generated 

(Accept Data) or to abandon it (Reject Data). If the data is accepted, the app returns to the Plant 

Identification window. Training of the neural network model will begin. After completing the training, 
the results are displayed on the graphs, where the results are built accordingly on the training and 

control set. 

The current state is marked in the Plant Identification window by "training is complete." You 

can generate or import new data, continue learning, or save results by selecting OK or Apply buttons. 
As a result, the parameters of the neural network model of the managed process will be introduced into 

the NN Predictive Controller block of the Simulink system. 

Then they return to the Neural Network Predictive Controller window and set optimization 
parameters: Gost Horizon is the upper limit in the quality indicator(Nz7, the lower limit is fixed and  

is 1), the upper clog limit when assessing control power (NNq2), the weight factor for the control 

power component (z0.05), the one-dimensional search option, setting the threshold for quality 
reduction (), choosing the one-dimensional search procedure (the csrhbac procedure was chosen — the 

search with reverse run), the number of iterations per 1 tact of the discrete is equal2. 001.0=α  

Introduce the regulator's parameters into the NN Predictive Controller block by pressing the OK or 

Apply buttons and start modeling by selecting the Start option from the Simulation menu. 

From fig. 7 It can be seen that the output of the system control facility with fuzzy adaptive 

PID control and neurocontroller has less overregulation and the number of fluctuations, i.e. the quality 
of regulation. 

 

 

Fig. 7. Transitional processes of output with PID, adaptive fuzzy and neural controller 
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Conclusion 
This work considers issues of constructing and adjusting a fuzzy adaptive PID-controller, 

consisting of a block of fuzzy adaptation of fuzzy coefficients of the linear PID-controller, as well as a 

neurocontroller with prediction. As the results of the simulation showed, at the constant parameters of 
the object of regulation of the system with fuzzy regulators and neurocontrollers have the best 

dynamic indicators compared to classical systems. At the same time, both in the classical and in the 

system with a fuzzy regulator, the time of reaching the output of a given value is about the same.  
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НЕЧІТКЕ МОДЕЛЮВАННЯ В СИСТЕМАХ УПРАВЛІННЯ 
Дранишников Л.В. 
 
Реферат 
Застосування лінійних пропорційно-інтегрально-диференціальних (ПІД) регуляторів у 

системах управління нелінійними об'єктами найчастіше призводить до низької якості процесу 
регулювання, що характеризується великими значеннями перерегулювання, статичною помил-

кою та/або часом перехідного процесу.  

Системи управління характеризуються, як правило, нелінійними залежностями, склад-
ною для моделювання динамікою, наявністю неконтрольованих шумів та перешкод. Класична 

теорія управління базуються на ідеї лінеаризації систем. Тому найефективнішою є розробка 

систем управління на основі адаптивного підходу у поєднанні з методами теорії штучних ней-
ронних мереж та нечіткої логіки. 

Регулятори, побудовані з урахуванням цієї інноваційної концепції, часом здатні забез-

печити вищі показники якості перехідних процесів проти класичними регуляторами. Застосо-

вуючи технологію синтезу нечітких алгоритмів управління, технологію побудови нейронних 
мереж можна провести оптимізацію складних контурів регулювання без проведення всебічних 

математичних досліджень. 

У роботі сформульовано методику синтезу системи управління на основі теорії нечітких 
множин. Наведено результати імітаційного моделювання системи з нечітким логічним контро-

лером та нейроконтролером. При побудові моделей та бази правил були використані засоби 

MATLAB — Simulink, Fuzzy Logic Toolbox. 
Результати моделювання показали, що з постійних параметрах об'єкта регулювання си-

стеми з нечіткими регуляторами і нейроконтроллером мають кращі динамічні показники проти 
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класичними системами. Запропоновано метод нечіткої адаптації параметрів налаштування ре-
гулятора. 

На підставі отриманих результатів моделювання обрано раціональні алгоритми управ-

ління для нечіткого регулятора з шумом у вхідному каналі. Виконано аналіз роботи нечіткого 
регулятора. Розглянуто основні процеси, що відбуваються у нечіткому висновку у нечітких си-

стемах управління. 
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STATISTICAL METHODS OF PROCESSING MEASUREMENT DATA  

ON MEASUREMENT INSTRUMENTS 

 

The article investigates the application of methods of mathematical statistics in the processing 
of data on parametric failures of measuring instruments (MI). Calculations and comparative analysis 

of the method of maximum likelihood and the method of least squares in estimating the parameters 

and confidence intervals of the functions of the distribution of probability of failure. An expert ap-
proach to estimating the parameters of the failure model based on statistical data is proposed. 

Keywords: diffusion distributions, models of failures of measuring instruments, method of 

maximum likelihood, method of least squares. 

 
В статті досліджено застосування методів математичної статистики при обробці 

даних про параметричні відмови засобів вимірювань(ЗВ). Проведені розрахунки і порівняльний 

аналіз методу  максимальної правдоподібності і методу найменших квадратів при оцінці па-
раметрів і довірочних інтервалів функцій розподілу ймовірностей виникнення відмов. Запро-

понований експертний підхід оцінювання параметрів моделі відмов на основі  статистичних  

даних. 
Ключові слова: дифузійні розподіли, моделі відмов засобів вимірювань, метод максималь-

ної правдоподібності, метод найменших квадратів. 

 

Problem’s formulation 
The practice of using measuring instruments for various purposes has shown that without the 

installation and conduct of special work to ensure metrological reliability, which is determined by hid-

den failures, such devices are not effective enough. The peculiarity of hidden (parametric) failures in 
MI is the hidden nature of their appearance. Probabilistic-physical (diffusion) models of failures are 

used to mathematically describe the process of hidden failures. Therefore, the task of estimating the 

parameters of diffusion distributions on the basis of failure statistics in the process of MI operation is 
relevant. 

Analysis of recent research and publications 

The analysis of the results of Monte Carlo modeling of samples from different types of empir-

ical distributions of object developments conducted in [1] shows that for qualitative approximation of 
failure statistics it is expedient to use DM (diffusion-monotone) and DN (diffusion-nonmonotonic) 

distributions In this work, simulations were performed and 1,200 samples with a volume of 100 values 

of up to (on) failure were processed and a number of statistical tests were performed. As theoretical 
models of the distribution functions of the failure time were adopted: DM and DN-distribution func-

tions, normal distribution (N), logarithmically normal (LN), Weibull (W). Distribution parameters are 

evaluated as sample unbiased estimates µ and ν for the case of the full test plan (NUN) [1]. 
As we can see, the efficiency of diffusion models is confirmed by the results of statistical 

modeling. Unfortunately, in real operating conditions, the specialists of the metrological service do not 
always have a sufficient amount and different origin of information on failure statistics. In this case, 

the main advantage of DM and DN-models is to take into account a priori information and the nature 

of the random diffusion process, which leads to the parameter exceeding the allowable limits. 

Formulation of the study purpose 

The purpose of the work is to study the methods of processing statistical data on metrological 

failures of measuring instruments and to develop methods for estimating the parameters of diffusion 

laws of distribution of failures based on the results of controlled operation. 
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Presenting main material 
For research we will use statistical data on failures of induction single-phase electricity meters. 

The term of verification of such electricity meters according to passport data is 16 years, and operation 

is at least 30 years (for some models at least 40 years). The source of information on the operational 
characteristics of the MI is the data obtained from the results of controlled operation. Picture 1 shows 

the points of the empirical distribution function according to the data of controlled operation (NUr 

plan) of two similar groups of MI. The calculation of ordinal statistics and the corresponding values of 
the distribution function were performed by the Johnson method. Since the results of data processing 

of controlled operation of devices during the first 13 years coincide well, and then the data for the cal-

culation of the distribution function are missing in the future we will consider only the first group of 

devices. 
Using the statistics of failures of induction single-phase electricity meters from a sample of  

n = 60 (m = 22 — refused, s = 38 — not refused) we estimate the parameters of diffusion models of 

metrological failures by the method of maximum likelihood (MML) and compare with the results ob-
tained for Weibull's law. 

For a truncated and censored sample n, the plausibility function in the case of diffusion distri-

butions takes the form 

                            ∏ ∏
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−⋅=
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)](1[)(τ ,                                                        (1) 

where )(τf  — the density of the distribution of operating time to failure, and )(tF  — the distribution 

of the time of failure-free operation (values iτ and jt  are given in Annex B, Tablе B.1). The vector of 

parameters of diffusion distributions ],[ vµ=Θ  at which the function ),( ΘXL , or ),(ln ΘXL  reaches 

the point of local optimum (maximum) is the most plausible estimate of the parameters of the theoreti-

cal distribution ( X -matrix of random values of developments). 

To obtain a numerical solution of the equation 0
),(
=

Θ∂
Θ∂ XL

, we use the following method. 

To find the maximum ),( ΘXL  using the optimization procedures of the Matlab  package, we find the 

minimum of the likelihood function with the opposite sign ( ),( Θ− XL . The search for the minimum 

was performed using an algorithm that implements the simplex Nelder-Mead method (does not require 

gradient calculation). 
The result of the calculation for the case of DM-distribution showed that the iteration process 

coincides with the accuracy of the argument of the equal function 9
10

− . The number of estimates of 

the objective function — 153, the number of iterations — 75. The most plausible estimates of the pa-

rameters µ~  = 22,0915 and v~ = 0,7630. To verify the results of the calculation, we construct the sur-

face (three-dimensional model) of the plausibility function Z ( µ,v ) and its projection on the plane of 

values XY = ( µv ) (Fig. 1). 

For convenience of calculation we will round off values of parameter of scale to tenths 

1,22=µ , and parameter of form to hundredths 76,0=v  (in fig. 2 designations mu = µ  and v = v ) and 

we will present their vector-line m = [22,1; 0.76]. We will change the value µ  in the range [15; 34] 

with a step of 0.1, and v = 0.1… 2 with a step of 0,01. 

First, we calculate the values of the elements of the matrix L, which are equal 

),,,(, tvLL jiji τµ=  to 191..1== ji . The result will be a surface matrix of the likelihood function, 

which is calculated as the ratio Z ),,(/),,,( tmLtvL ji ττµ= . As can be seen from fig. 1 Z = 1 at a point 

with coordinates X = 76,0=v  and Y = 1,22=µ  which confirms the reliability of the calculation of 

estimates of the parameters of the DM-distribution. 
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Fig. 1. Graph of the surface of the likelihood function Z( µ,v ) 

 

The interval estimation of the DM-distribution parameters according to the NUr test plan for 

the lower and upper confidence limits of the parameters Нµ , Нv  and Вµ , Вv  accordingly, is calcu-

lated using the expressions given in [1—2] 
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where q — is the reliability of the estimate, v — the number of recorded failures (in this example m = 

22), qU  — the value of the quantile of the normalized normal distribution. 

Tabl. 1 presents the calculations of the values of the confidence limits for the values of the pa-

rameters of the scale µ  and v  in the case of DM-distribution for a number of values of reliability q. 

To compare the diffusion distributions of failures, similar calculations were performed under the as-
sumption of the law DN-distribution of the occurrence of metrological failure (tabl. 2). 

Estimation of the DN-distribution parameters by the MML method gave the following values: 

µ~  = 30,1752 and v~ = 0,8644. It should be noted that the sample weighted estimates of the estimated 

parameters are зµ
~ = 20,8675 and зv~ = 0,5046 and belong to the confidence interval for the parameters 

of DM and DN-distributions at specified values of reliability q [3—4]. 
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Table 1. Confidence limits for DM-distribution functions 
 

q DM 
0,95 ∈µ [16,9182; 28,8467] ∈v [0,5308; 1,0967] 

0,99 ∈µ [15,1667; 32,1801] ∈v [0,4580; 1,2710] 

0,999 ∈µ [13,4317; 36,3344] ∈v [0,3894; 1,4951] 

0,9999 ∈µ [12,1713; 40,0971] ∈v [0,3418; 1,7033] 

 

Table 2. Confidence limits for DN-distribution functions 
 

q DN 
0,95 ∈µ [22,3095; 40,8142] ∈v [0,5857; 1,2757] 

0,99 ∈µ [19,7189; 46,1762] ∈v [0,5002; 1,4937] 

0,999 ∈µ [17,2001; 52,9381] ∈v [0,4207; 1,7761] 

0,9999 ∈µ [15,4004; 59,1245] ∈v [0,3662; 2,0404] 

 
Consider another example of processing and analyzing data on failures of electricity meters. In 

this case, the number of failures jr  in the group jN  with MI in the interval is known ];0[ jT . 

The authors of this monograph propose to calculate the values of the empirical distribution 

function by the formula ieFi
λ−−= 1 , where ∑

=

=
i

j j

j
i

N

r

1

λ  the accumulated failure rate is, and to de-

termine the parameters of the theoretical model by the method of least squares. We will use this as-

sessment approach to study the quality of the approximation of failure statistics using diffusion distri-

butions. 
The parameters of diffusion failure models are obtained using the least squares method (LSM) 

by minimizing the objective function of the form ∑
=

⇒Θ−=ΘΨ
k

j

jDM tFF

1

2 min)),(()( , where k  — 

number of options, 2F  — the value of the empirical distribution function, ],[ vµ=Θ  — the parame-

ters of the theoretical model DMF . The problem of nonlinear programming was solved using numeri-

cal methods for optimizing the Matlab environment (modified simplex Nelder-Mead method). As a 

result, received ]4129,0,5390,11[=Θ . 

Based on the analysis of the obtained empirical distribution functions and the monotonic na-
ture of random processes of change in time of metrological characteristics MI, it is shown that the DM 

distribution function better approximates empirical distribution functions based on different sources of 

statistical information compared to Weibull distribution results (Fig. 2).  
Here is one of the possible options for expert evaluation of the parameters of the theoretical 

model of failures based on statistics of failures of controlled operation and data on the number of fail-

ures at a fixed point in time. For example, if the limits of the confidence interval for the parameters of 

the DM-failure model (truncated sample) ∈µ [13,4317; 36,3344] and ∈v [0,4207; 1,7761] at  

q = 0,999, you can choose the parameters of the DM-distribution, which would belong to a given con-

fidence interval and do not contradict the hypothesis in the selection of the theoretical function for data 
obtained on the basis of the accumulated failure rate. Checking the adequacy of the statistical model in 

the second case can be assessed using the Kolmogorov agreement criterion and calculations of graphs 

of distribution functions using a PC (non-parametric statistics method). 

In our example, the parameters 4318,13=µ and 3895,0=v  are within the confidence interval 

and the selected theoretical model does not contradict the experimental data on the criterion of Kol-

mogorov's agreement at the level of significance 05,0=α . The maximum difference between the em-

pirical and theoretical distribution does not exceed 0,1884. 
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Fig. 2.  Approximation of experimental data using DM-distribution: 1 — empirical function of 

distribution of failures; 2 — approximating curve of DM-distribution (estimation of function parame-

ters was performed by MNC method); 3 — DM-distribution function (estimation of distribution para-
meters 3 was performed using the MML method) 

 

Conclusions 

The conducted research allowed to choose and substantiate the methods of statistical 
processing of metrological failures of MI and to set the task of complex application of these methods. 

The proposed set of methods increases the reliability of the procedure for processing and analysis of 

failure statistics in assessing the reliability of MI. The methods of mathematical statistics developed in 
the work expand the results of similar studies of metrological reliability of MI in operation. 
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СТАТИСТИЧНІ МЕТОДИ ОБРОБКИ ДАНИХ ПРО ВІДМОВИ ЗАСОБІВ  

ВИМІРЮВАНЬ 

Литвиненко В.А., Марченко С.В., С’янов О.М. 

 

Реферат 

Для математичного опису процесу виникнення прихованих відмов застосовують ймові-

рністно-фізичні (дифузійні) моделі відмов. Тому актуальною є задача оцінка параметрів дифу-
зійних розподілів на основі статистики відмов в процесі експлуатації ЗВ.  

Мета дослідження полягає в розробці методу статистичної обробки даних папаметрич-

них і раптових відмов. Особливість параметричних відмов полягає в прихованому характеру їх 

появи. Для математичного опису процесу виникнення прихованих відмов застосовують ймові-
рністно-фізичні (дифузійні) моделі відмов. В роботі проведені розрахунки і порівняльний ана-

ліз методу максимальної правдоподібності і методу найменших квадратів при оцінці парамет-

рів і довірочних інтервалів функцій розподілу ймовірностей виникнення відмов. На основі ана-
лізу отриманих емпіричних функцій розподілу та монотонний характер випадкових процесів 

зміни в часі метрологічних характеристик ЗВ показано, що функція  DM-розподілу краще апро-

ксимує емпіричні функції розподілу побудовані на основі різних джерел статистичної інформа-

ції в порівнянні з результатами отриманими для розподілу Вейбулла. 
Запропонований набір методів підвищує достовірність процедури обробки і аналізу ста-

тистики відмов при оцінці показників надійності ЗВ. Розвинуті в роботи методи математичної 

статистики розширюють результати досліджень в області метрологічної надійності. Дані мето-
ди розроблені для спеціалістів метрологічних служб підприємств при виконанні спеціальних 

робіт по забезпеченню метрологічної надійності в складі автоматизованих систем. 
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МАТРИЧНЕ ПРЕДСТАВЛЕННЯ ЕЛЕКТРОДИНАМІЧНОГО АЛГОРИТМУ  

МЕТОДУ ШВАРЦА ДЛЯ РОЗВ’ЯЗАННЯ ДИФРАКЦІЙНИХ ЗАДАЧ 
 
В роботі представлено подальший розвиток ітераційного методу Шварца та методу 

часткових перетинних областей для розв’язання задач дифракції електромагнітної хвилі у 

хвилеводних лініях передачі. Запропоновано числові алгоритми, які дозволили підвищити ефек-

тивність наведених математичних методів при розв’язанні дифракційних задач за рахунок 
підвищення їх швидкодії і спрощення процедури алгоритмізації. В якості результату наведено 

залежність часу чисельного розв’язання тестової задачі в залежності від початкових умов 

для різних варіантів розглянутих методів.  

Ключові слова: ітераційні методи, інтегральні рівняння, векторизація, дифракція. 
 
The further development of the Schwartz alternating method and the method of overlapping 

partial domains for solving the electromagnetic wave diffraction problems is presented in this paper. 
Numerical algorithms, which allow increasing the efficiency of presented mathematical methods by 

increasing their performance and simplifying the algorithmization procedure, are proposed. As a re-

sult, the dependence of the performance time for the different variants of the considered methods is 
presented.  

Keywords: iterative methods, integral equations, vectorization, diffraction. 

 
Постановка проблеми 

Задача дослідження процесу дифракції електромагнітних хвиль методами математично-
го моделювання відноситься до граничних задач математичної фізики, оскільки призводить до 
необхідності розв’язування системи диференціальних рівнянь Максвелла, які задовольняють 
граничним умовам на межах областей [1]. В даний час розв’язування дифракційних задач кла-
сичної електродинаміки виконується як з використанням числових сіткових методів, напри-
клад, методу скінченних елементів і скінченних різниць [2—4], так і різноманітних чисельно-
аналітичних методів [5]. 

При проектуванні та аналізі пристроїв надвисоких частот (НВЧ) часто використовують 
комерційні програми комп'ютерного моделювання [6, 7]. Такі програми реалізують універсаль-
ні числові методи і дозволяють розв’язувати широкий спектр електродинамічних задач, однак, 
навіть для сучасних ЕОМ процес чисельного моделювання вимагає значних витрат часу, а у 
відсутності хорошого початкового наближення, найчастіше, взагалі не дозволяють розв’язати 
поставлену задачу. Таким чином, розвиток чисельно-аналітичних методів аналізу хвилеводних 
пристроїв є актуальною задачею. 

Аналіз останніх досліджень та публікацій 
В останній час увагу дослідників привертають такі методи розв’язання задач математи-

чної фізики, які базуються на розбитті всієї області визначення функції на прості дотичні або 
перетинні області. Група таких методів отримала назву domain decomposition methods (DDM) 
[8—10]. Ці методи є перспективними з точки зору їх універсальності, а також потенційної їх 
можливості використання у паралельних обчисленнях [8].  

В останнє десятиріччя для розв’язання задач електродинаміки надвисоких частот отри-
мали свого подальшого розвитку перспективні методи з вказаної групи, а саме: ітераційний ме-
тод Шварца [11] і похідні від нього методи інтегральних рівнянь часткових перетинних облас-
тей (МЧПО) [12] та пронизуючої області (МПО) [13] з використанням апарату функцій Гріна. 
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В основі цих методів лежить прийом розбиття всієї складної області визначення поля на 
прості перетинні області, для яких функція Гріна відома або може бути легко побудована. Ви-
хідна задача формулюється у вигляді інтегрального рівняння Фредгольма другого роду або їх 
системи відносно шуканих полів часткових областей, які розв’язуються ітераційними або прое-
кційними методами. Очевидними перевагами цих методів, у порівнянні з широко відомим ме-
тодом часткових областей [14], є автоматичне врахування умов на ребрі та відсутність необхід-
ності знаходження похідної невідомої функції на границях часткових областей [15]. 

Формулювання мети дослідження 
У сучасній техніці НВЧ знаходять широке застосування складні хвилеводно-

резонаторні системи. Для елементів конструкцій таких хвилеводних пристроїв характерною є 
стрибкоподібна зміна розмірів поперечного перерізу регулярного хвилеводу. Подібні переходи 
застосовуються при з'єднанні хвилеводів з різними поперечними розмірами, а також можуть 
розглядаються як складові частини більш складних пристроїв: фільтрів, перетворювачів типів 
хвиль, трансформаторів імпедансів і інших пристроїв [16].  

У разі застосування методу Шварца до задач дифракції електромагнітної хвилі на схід-
частих неоднорідностях у хвилеводних пристроях, функції Гріна представляються у вигляді 
розкладання в нескінченний ряд за повною системою ортогональних власних функцій відпові-
дної часткової області [17]. Чисельна реалізація такого підходу призводить до необхідності по-
слідовного обчислення вкладених сум, кількість членів яких обмежується кінцевою величиною. 
Збільшення числа врахованих членів ряду призводить до підвищення точності та достовірності 
результатів, але в той же час, і до значного зростання часу рахунку, що в деяких випадках ро-
бить застосування методу Шварца та МЧПО недоцільним у порівнянні з іншими методами. 
Проте, сучасне програмне і апаратне забезпечення чисельних математичних розрахунків дозво-
ляє [18] значно прискорити алгоритми розрахунків у разі представлення арифметичних опера-
цій над скалярними величинами як операцій над векторами чи матрицями. 

Метою даної роботи є подальший розвиток представлених вище методів, який дозволяє 
підвищити їх швидкодію і спростити алгоритмізацію за рахунок використання апаратних і про-
грамних можливостей сучасної обчислювальної техніки. 

Виклад основного матеріалу 
Розглянемо застосування ітераційного методу Шварца та МЧПО на прикладі розв'язан-

ня тестової задачі дифракції електромагнітної хвилі на нескінченній фазованій антенній решітці 
(ФАР) з прямокутних хвилеводів, розміщених у вузлах прямокутної сітки.  

Користуючись моделлю нескінченної ан-
тенної решітки і теоремою Флоке [19, 20], обме-
жимося розглядом поля в межах тільки одного пе-
ріоду антенної решітки (однієї комірки) і початко-
ву задачу зведемо до задачі про стик двох хвилево-
дів: хвилеводу решітки та просторового хвилеводу, 
або комірки Флоке. 

На рис. 1 зображено одиничну комірку ре-
шітки з хвилеводів, що збуджуються хвилями типу 
Н10. Вважаємо, що сканування здійснюється в Н-
площині і стінки хвилеводів, що перпендикулярні 
силовим лініям падаючого електричного поля, є 
нескінченно тонкими. Таким чином, задача стає 
одновимірною і скалярною [20]. При отриманні 
інтегральних рівнянь в якості невідомої функції 
будемо використовувати Еу компоненту поля, що 
задовольняє двовимірному рівнянню Гельмгольца, 
а також граничним умовам для тангенціальних 
складових вектора електричного поля на металевих 
стінках і умові випромінювання. Розв’язання цієї 
задачі методом Шварца полягає в зведенні дифе-

 
 
Рис. 1. Одинична комірка нескін-

ченної фазованої решітки з пласко-
паралельних хвилеводів 
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ренціального рівняння в часткових похідних до системи інтегральних рівнянь часткових пере-
тинних областей, яка далі розв’язується методом послідовних наближень [21]. 

Розділимо всю область визначення поля в вибраній комірці на дві перетинні області 
(рис. 1). Область I (−a/2 ≤ x ≤ a/2) представляє собою пласкопаралельний хвилевод, продовже-
ний в нескінченність (−∞ ≤ z ≤ ∞). Область II(−b/2 ≤ x ≤ b/2, 0 ≤ z ≤ ∞) — область випроміню-
вання. В області I при z → −∞ збуджується хвиля Н10 пласкопаралельного хвилеводу. Припус-
тимо, що нам відомі функції Гріна областей I і II GI, GII [22]. В якості шуканої функції будемо 
використовувати поле першої області. Тоді, скориставшись другою формулою Гріна і врахува-
вши граничні умови, отримаємо інтегральне рівняння Фредгольма другого роду відносно поля 
першої області: 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2

2

I I 0 0

a

a

exE x, z E x,z E x , K x, z; x , dx

−

′′ ′′ ′′= + ∫ ; (1) 

 ( ) ( ) ( ) ( )
1

, ; , 0 exp .q q m qm

q m

K x z x x j z x Cϕ γ ψ
∞ ∞

∗

= =−∞

′′ ′′=∑ ∑  (2) 

( )
( )2

exp exp cos .
2 22

m m
qm

q q m

aU aUq
C j j q

ab b ba

 − π    
= − − π    

γ γ + Γ     
 

( ) ( )
0 0

2
*

2

a

mq q m

a

D x x dxϕ ψ

−

′′ ′′ ′′= ∫ . 

Тут EI — невідома функція області I, значення якої шукається на границі β′ (площина 
z = 0, −a/2 ≤ x ≤ a/2), φ та ψ — власні функції пласкопаралельного і просторового хвилеводів, 
Um— керуючий зсув фаз. Для області I змінні х та z є координатами точок спостереження, а х′ 
та z′ — точок джерел поля. Для області II: х′ та z′ — точки спостереження, х″ та z″ — точки 
джерел. На частині границі α, що належить площині z → −∞, граничні значення визначаються 
полем падаючої хвилі типу Н10.  

Розв’язання цього рівняння відносно невідомої функції EI(x,z) в рівнянні (1) будемо зна-
ходити у вигляді суми падаючої та відбитої хвиль: 
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Для розв’язання рівняння (1) ітераційним методом підставимо представлення (3) у ліву 
частину (1), а у якості початкового наближення використаємо поле падаючої хвилі: 

 ( ) ( ) ( )1 1, exp .exE x z x j zϕ γ= −  (4) 

Далі, скориставшись властивістю ортогональності [23] власних функцій пласкопарале-
льного хвилеводу φq [22], отримаємо значення коефіцієнта відбиття Rq

<0> хвилі Hq0 по ітераціях. 
Наведемо нижче вирази для перших трьох ітерацій: 
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Як видно з представлених виразів, значення коефіцієнту відбиття у ітерації і-порядку 
складається із його значення у ітерації (і−1) порядку із додаванням уточнюючого коефіцієнту. 
При цьому, із зростанням кількості ітерацій кількість вкладених сум збільшується на величину 
(2i – 1). Таким чином, даний числовий алгоритм не є оптимальним з точки зору універсальності 
і часу, що витрачається на обчислення. 

Перетворимо ітераційну послідовність так, щоб значення коефіцієнту відбиття q-хвилі в 
ітерації i-порядку складалось із суми його значення у першій ітерації та уточнюючого коефіці-
єнту, який змінюється у кожній ітерації, при цьому отримаємо наступний рекурентний вираз: 

 
0 0

0

11

1

Q M
ii

q q qm mq q
q m M

R R C D R
−

= =−

  
  = + ⋅
    

∑ ∑ . (5) 

Тут M і Q максимальне число врахованих типів хвиль в областях I і II. Введемо матри-
цю Α розміром Q × Q, елементи якої визначаються як: 
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Сума за індексами m у (5) може бути представлена як добуток матриці C розміром q×m на мат-
рицю D з розмірами m×q0. Представимо множину коефіцієнтів Rq у вигляді матриці-стовпця R, 
а вираз (5) запишемо у вигляді наступного матричного рівняння: 

 
1 1i i−

= + ⋅R R Α R . (6) 

Рівняння (6) визначає значення матриці-стовпця R в i-наближенні при його відомому 
наближенні (i−1) порядку. Розв’язавши дане рівняння методом послідовних наближень можна 
отримати величину коефіцієнта відбиття хвилі H10 в ітерації i-порядку, беручі в якості резуль-
тату перший елемент матриці-стовпця R.  

Метод часткових перетинних областей (МЧПО) також використовує інтегральне рів-
няння (1), але береться до уваги, що ядро (2) інтегрального рівняння для даної задачі при вра-
хуванні обмеженого числа типів хвиль є кінцевою сумою добутків лінійно незалежних функцій. 
Таким чином, ядро інтегрального рівняння є виродженим, що допускає отримання строгого 
розв’язку шляхом зведення його до кінцевої системи лінійних алгебраїчних рівнянь [21]. 
Розв’язок будемо знаходити у вигляді (3). Для цього, підставимо вираз (3) у ліву та праву час-
тину рівняння (1). Тоді, скориставшись властивістю ортогональності функцій φq(x) і обмежив-
ши кінцевою величиною число врахованих типів хвиль, перейдемо до наступної системи ліній-
них алгебраїчних рівнянь відносно невідомих коефіцієнтів відбиття Rq: 
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Вкладена сума за індексами m представляється, як і раніше, у вигляді добутку матриці 
C розміром q×m на матрицю D з розмірами m×j.  

Для розв’язання системи (7) введемо матрицю ∆ розміром q×j, елементи якої визнача-
ються як: 
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де δij — символ Кронекера. Представивши Rq у вигляді матриці-стовпця R систему рівнянь (7) 
можна записати у вигляді наступного матричного рівняння: 

.⋅ =∆ R F  
Розв’язання цієї системи рівнянь дозволяє отримати величину коефіцієнта відбиття 

хвилі типу H10, яке знаходиться у першому елементі матриці-стовпця R.  
Для розглянутої дифракційної задачі були складені алгоритми чисельного розрахунку 

на ПЕОМ величини коефіцієнта відбиття падаючої хвилі в одиничній комірці ФАР із застосу-
ванням методу Шварца і МЧПО. Для порівняння виграшу у швидкодії представленого підходу, 
числові алгоритми складались як з використанням матричних арифметичних операцій, так і з 
використанням вкладених сум за індексами m та q. В ході розв'язання задачі фіксувався час, що 
витрачається на обчислення значення коефіцієнта відбиття падаючої хвилі H10 у хвилеводах 
при різній величині врахованих типів хвиль та кількості ітерацій при фіксованому значенні ве-
личини керуючого зсуву фаз. 

Чисельні розрахунки виконувалися на ПЕОМ за допомогою ПЗ Octave 5.2.0 з конфігу-
рацією CPU Intel Core i5-2500K 3,06 GHz, RAM DDR-III 8 Gb ОС Windows 7 SP1. Розрахунок 
виконувався для ФАР з параметрами b/λ = 0.5714, b = a. В табл. 1 показаний середній час роз-
рахунку величини коефіцієнту відбиття у хвилеводі ФАР для фіксованого значення керуючого 
зсуву фаз k·b·sinθ у діапазоні від 0 до 1/(2b) для числового алгоритму, що використовує вкладе-
ні суми.  

 
Таблиця 1. Час рахунку величини коефіцієнту відбиття методом Шварца з використан-

ням вкладених сум 
 

i 
Час рахунку (с), для величини М 

2 4 6 8 10 12 14 16 
2 0.0046674 0.026002 0.076338 0.17034 0.35435 0.59403 1.0041 1.2561 
4 0.012667 0.072337 0.31002 0.5037 1.0497 1.9624 2.5865 3.7002 
6 0.020334 0.11901 0.37102 0.82571 1.7288 2.9905 4.4576 6.243 
8 0.028669 0.16634 0.50703 1.1371 2.3941 4.0846 6.2454 8.6435 
10 0.036335 0.21535 0.65237 1.4921 3.2545 5.2963 7.7658 11.226 
12 0.045003 0.26435 0.80771 2.0244 3.9522 6.5944 9.5782 13.539 
14 0.054337 0.31002 0.95139 2.2905 4.4953 7.6041 10.91 16.014 
16 0.064004 0.36202 1.1127 2.8652 5.265 8.8615 12.657 19.581 
18 0.070671 0.41136 1.2484 3.0675 5.8497 10.057 14.172 23.059 
20 0.079337 0.45369 1.3937 3.4462 6.5954 11.44 15.778 25.633 

 
В табл. 2 показаний середній час розрахунку величини коефіцієнту відбиття для анало-

гічної структури із застосуванням числового алгоритму, що використовує матричні операції. Як 
видно з наведених результатів, для алгоритму метода Шварца представлення ітераційної послі-
довності у вигляді матричного рівняння дозволяє суттєво зменшити час розрахунку величини 
коефіцієнта відбиття. Так, наприклад, при M = 16 (Q = 2M + 1) і кількості ітерацій i = 16 запро-
понований підхід дозволяє обчислити величину коефіцієнта відбиття за час 0,389 секунди, в 
той час як алгоритм із застосуванням операцій вкладених сум дозволяє отримати результат за 
19,581 секунд. При цьому, збільшення числа М в два рази збільшує час рахунку для запропоно-
ваного алгоритму в 4 рази, а для алгоритму із застосуванням вкладених сум — в 6 разів. Слід 
зазначити, що для запропонованого числового алгоритму кількість ітерацій слабко впливає на 
час рахунку, особливо при M > 2. Таким чином, при збільшенні числа врахованих типів хвиль 
переваги запропонованого підходу зростають. 
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Таблиця 2. Час рахунку величини коефіцієнту відбиття методом Шварца з використан-
ням матричного представлення 

 

i 
Час рахунку (с), для величини М 

2 4 6 8 10 12 14 16 
2 0.0086006 0.027602 0.058203 0.099606 0.15241 0.22021 0.29782 0.38062 
4 0.0086004 0.028602 0.058203 0.099606 0.15281 0.22261 0.29462 0.38182 
6 0.0088006 0.030602 0.057803 0.10021 0.15361 0.22101 0.29482 0.39122 
8 0.0080006 0.028002 0.059203 0.099406 0.15601 0.21441 0.29262 0.38622 
10 0.0090004 0.028802 0.058203 0.10121 0.15461 0.22041 0.29702 0.38262 
12 0.0092005 0.028602 0.060804 0.10081 0.15641 0.21561 0.29602 0.38782 
14 0.0094004 0.028602 0.059003 0.10281 0.15421 0.22341 0.30022 0.38842 
16 0.0098006 0.028201 0.060803 0.10241 0.15321 0.21681 0.29162 0.38902 
18 0.0094006 0.029202 0.061204 0.10121 0.15701 0.21881 0.29202 0.38362 
20 0.010001 0.028802 0.059603 0.10441 0.15701 0.22061 0.29722 0.38642 

 
Для числових алгоритмів методу МЧПО перетворення у виразі (7) циклів підсумову-

вання за індексами m в матричні операції для отримання матриці ∆ також дозволяє скоротити 
час рахунку, що показано у табл. 3.  

 
Таблиця 3. Час рахунку для різних варіантів числового алгоритму МЧПО 
 

Вид алгоритму 
Час рахунку (с), для величини М 

2 4 6 8 10 12 14 16 
Матричні операції 0.0086 0.0262 0.0534 0.0934 0.1446 0.2082 0.2816 0.3760 

Вкладені суми 0.0148 0.0458 0.1148 0.2294 0.3918 0.6304 0.9491 1.6449 
 
З табл. 3 видно, що для МЧПО, як і для методу Шварца, збільшення числа врахованих 

типів хвиль в два рази призводить до збільшення часу рахунку у приблизно 4 рази для алгорит-
мів з використанням матричних операцій і приблизно 6 разів для алгоритмів з використанням 
вкладених циклів. 

Доцільно провести оцінку впливу числа врахованих типів хвиль на точність результатів, 
отриманих розглянутими методами. У табл. 4 показані значення модуля і фази коефіцієнта від-
биття при sinθ = 0.05 для різних значень M, а також час рахунку цих значень при використанні 
запропонованих числових алгоритмів. Для методу Шварца кількість ітерацій, необхідна для 
отримання рішення з точністю 10−5, склала і = 15. 

 
Таблиця 4. Дослідження збіжності за кількістю врахованих типів хвиль для різних методів 
 

М 
Метод Шварца МЧПО 

Модуль Фаза (град.) Час рахунку (с) Модуль Фаза (град.) Час рахунку (с) 
2 0.34005 156.23 0.0070 0.34005 156.23 0.0100 
4 0.34464 155.70 0.0320 0.34464 155.71 0.0300 
6 0.34587 155.65 0.0570 0.34587 155.65 0.0600 
8 0.34637 155.66 0.0950 0.34637 155.66 0.1100 
10 0.34662 155.68 0.1430 0.34662 155.68 0.1730 
12 0.34676 155.70 0.2070 0.34676 155.70 0.2390 
14 0.34685 155.72 0.2870 0.34685 155.72 0.3210 
16 0.34691 155.73 0.3960 0.34691 155.73 0.4270 
18 0.34695 155.74 0.4680 0.34695 155.74 0.4800 
20 0.34698 155.75 0.5870 0.34698 155.76 0.5790 
22 0.34701 155.76 0.7480 0.34700 155.76 0.7300 
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Продовження таблиці 4 

24 0.34702 155.77 0.8681 0.34702 155.77 0.8951 
26 0.34704 155.78 1.1811 0.34704 155.78 1.0061 
28 0.34705 155.79 1.2801 0.34705 155.79 1.1801 
30 0.34706 155.79 1.4541 0.34706 155.79 1.3391 
32 0.34706 155.80 1.5671 0.34706 155.80 1.5351 

 
З табл. 4 видно, що збільшення числа врахованих типів хвиль веде до покращення точ-

ності результатів. Час рахунку при цьому пропорційний величині М2. Також, в ході чисельного 
експерименту було встановлено, що при досягненні певного значення подальше збільшення 
числа врахованих типів хвиль не призводить до підвищення точності результату. Таким чином, 
доцільно збільшувати число врахованих типів хвиль до тих пір, поки не будуть досягнуті задані 
вимоги по точності при збереженні прийнятного часу рахунку. 

Висновки 
1. В роботі виконано розвиток методу Шварца та МЧПО, який дозволив підвищити 

ефективність вказаних методів та спростити їх алгоритмізацію при розв’язанні задач дифракції 
електромагнітної хвилі на неоднорідностях у хвилеводних пристроях НВЧ. 

2. Показано, що представлення ітераційної процедури методу Шварца і операцій із фун-
кціями Гріна у вигляді матричних арифметичних операцій дозволяє значно збільшити швидко-
дію алгоритмів чисельного розрахунку для розглянутих методів.  
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THE MATRIX REPRESENTATION OF THE SCHWARTZ ALTERNATING  
METHOD FOR SOLVING DIFFRACTION PROBLEMS 
Gnatyuk M., Garkavenko I., Kononenko A. 
 
Methods for solving electromagnetic problems are traditionally divided into analytical, direct 

numerical and numerical-analytical methods. Analytical methods allow obtaining an exact solution of 
the problem with closed form equations, but are applicable only to a limited class of problems; direct 
numerical methods are universal with regard to a structure under consideration, but demand significant 
computational resources. At the same time, numerical-analytical methods combine advantages the first 
two groups of methods, so their development is of interest. 

The aim of this paper is to develop numerical-analytical methods for analyzing the process of 
electromagnetic wave diffraction in high frequency devices, namely: the Schwartz alternating method 
and the method of overlapping partial domains. 

The application of the Schwartz alternating method and overlapping partial domains method to 
diffraction problems leads to the calculation of series in the form of sums limited by a finite number of 
terms of the series, which slows down numerical algorithms for these methods, and sometimes does 
not allow them to be used effectively. To overcome this limitation, authors propose the representation 
of operations with infinite series in the form of matrix operations. This approach has significantly re-
duced the performance time of numerical algorithms for the considered methods. The iterative proce-
dure of the Schwartz method is represented as a recurrent expression with for unknown value of the 
reflection coefficient. Further, this expression is represented as a matrix equation, which is solved by 
iterative methods. 
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Thus, further development of the Schwartz alternating method and the method of overlapping 
partial domains for solving the electromagnetic wave diffraction problems is presented in this paper. 
Numerical algorithms, which allow increasing the efficiency of presented mathematical methods by 
increasing their performance and simplifying the algorithmization procedure, are proposed. As a re-
sult, the dependence of the performance time for the different variants of the considered methods is 
presented. It is shown that the advantages of the proposed approach are more significant in case of 
increasing the number of considered terms of the series, which can make the analysis of vector prob-
lems more efficient. 
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ДОСЛІДЖЕННЯ ХВИЛЬОВИХ РУХІВ У ТРИШАРОВІЙ ГІДРОДИНАМІЧНІЙ  
СИСТЕМІ «ШАР З ТВЕРДИМ ДНОМ – ШАР – ШАР З КРИШКОЮ» 

 
Досліджується задача поширення хвиль у тришаровій гідродинамічній системі «шар з 

твердим дном – шар – шар з кришкою». Для першого наближення отримано дисперсійне спів-

відношення та дві пари коренів. Отримано вирази відношень амплітуд відхилень поверхонь 

контакту, які відповідають кореням дисперсійного рівняння. Залежності відношень амплітуд 
від різних фізичних параметрів графічно проілюстровані та  проаналізовані.  

Ключові слова: відношення амплітуд, хвилі, хвильовий рух. 
 

The problem of wave propagation in a three-layer hydrodynamic system "layer with a hard 

bottom - layer - layer with a cover" is investigated. For the first approximation, the variance relation 
and two pairs of roots are obtained. The expressions of the relations of the amplitudes of the devia-

tions of the contact surfaces, which correspond to the roots of the dispersion equation, are obtained. 

The dependences of the amplitude relations on different physical parameters are graphically illu-

strated and analyzed. 
Keywords: amplitude ratio, waves, wave motion. 

 
Постановка проблеми 

Дослідження хвильових процесів у рідинах з різним типом стратифікації за густиною 

проводяться сучасними вченими в натурних умовах та експериментально за допомогою  рідин-

них систем різної структури та за допомогою математичних моделей. Чисельний та фізичний 
аналіз таких моделей дозволяє не тільки зрозуміти реальні фізичні процеси у Світовому океані, 

а й слугують теоретичним доповненням для майбутніх експериментів. 

Таким чином актуальним є дослідження проблеми поширення слабконелінійних хви-

льових пакетів у тришаровій гідродинамічній системі «шар з твердим дном – шар – шар з  
кришкою».  

Аналіз останніх досліджень та публікацій 
Дослідження хвильових процесів у стратифікованих рідинах у системах різного типу є 

предметом багатьох сучасних досліджень гідродинаміки. 

У дослідженні [1] у наближенні Буссінеска розглядаються вільні внутрішні хвилі в дво-

вимірному вертикально неоднорідному стратифікованому потоці з урахуванням обертання Зе-
млі. Рівняння для амплітуди вертикальної швидкості фіксованої моди внутрішніх хвиль має 

комплексні коефіцієнти; отже, власна функція і частота хвилі складні. Встановлено, що уявна 

частина частоти мала і може бути як позитивною, так і негативною. З цієї причини в залежності 

від хвильового числа і номера моди можливо як слабке затухання, так і слабке посилення хвилі. 
Потоки імпульсу вертикальної хвилі відмінні від нуля і можуть перевищувати відповідні тур-

булентні потоки. 

У статті [2] досліджується проблема поширення та взаємодії хвиль вздовж поверхонь 
контакту у гідродинамічній системі «рідкий півпростір – шар – шар з твердою кришкою». Про-

аналізовано залежність відношення амплітуд хвиль на поверхнях контакту при різних геомет-

ричних та фізичних параметрах системи. Досліджено структуру хвильових рухів на поверхнях 

контакту. 
У статті [3] досліджується явище, коли внутрішні хвилі описують (лінійний) відгук не-

стисливої стабільно стратифікованої рідини на невеликі збурення. Нахил їх групової швидкості 

щодо вертикалі повністю визначається їх частотою. Доводиться, що в цій критичній геометрії 
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слабков’язкі і слабонелінійні хвильові рівняння насправді мають розв’язок, який добре апрок-
симується сумою падаючого хвильового пакета, відображеної другої гармоніки і деяких членів 

прикордонного шару. 

У дослідженні [4] розглянута теорія тришарових стратифікованих за густиною ідеаль-
них рідин з метою її узагальнення на випадок n-шарів. Основна увага приділяється структур-

ним властивостям, особливо у випадку жорсткого обмеження верхньої кришки. Показано, що 

довгохвильова бездисперсійна межа являє собою систему квазілінійних рівнянь, що не допус-
кають інваріантів Рімана. Також обговорюються межа Буссінеска і сімейство спеціальних 

розв’язків, недавно введених де Мело Віріссімо і Мілевським. 

У дослідженні [5] розглядається поширення плоских капілярних гравітаційних відокре-

млених хвиль постійної форми в тришаровій постановці. Проміжна рідина вважається страти-
фікованою, а верхня і нижня — однорідними і нескінченно глибокими. Одна або обидві границі 

розділу схильні до капілярності. Дослідження може бути застосоване до випадку двох глибин-

них рідин, коли одна з них стратифікована поблизу границі розділу. Останнє формулювання 
має відношення до досліджень капілярних гравітаційних хвиль в перехідній області між морсь-

кою водою і рідким вуглекислим газом в глибинах океану. 

Показано, що в розглянутій постановці капілярно-гравітаційні відокремлені хвилі кін-

цевої амплітуди підкоряються інтегрально-диференціальному рівнянню, яке містить закони 
дисперсії Кортевега-де Фріза (KdV) і Бенджаміна-Воно (БО), а також специфічну нелінійність, 

що залежить від властивостей стратифікованого шару. 

У роботі [6] було експериментально досліджено поширення високих внутрішніх відо-
кремлених хвиль по великому трикутному гребеню в потоці стратифікованої рідини. Характе-

ристики поширення піднесених ISW над гребенем були виміряні за допомогою приладу для 

вимірювання хвиль в реальному часі і велосіметрії по зображеннях частинок, відповідно. 
У статті [7] для взаємодії з жорсткою пористою структурою у вигляді Т-образної пере-

городки в умовах плескання моделюється чисельна модель, що містить стратифіковані по 

щільності шари рідкої нафти і води в прямокутному резервуарі. Для відстеження еволюції між-

фазної і вільної поверхневої хвилі з рівняннями Нав'є-Стокса і Брінкмана, які керують потоком 
нестисливої рідини і потоком через пористу область відповідно, використовується довільний 

метод Лагранжа-Ейлера. 

Серія випадків установки моделюється для спостереження взаємодії шаруватої рідини і 
міжфазної хвилі з пористою структурою. Аналізується вплив пористої структури і її ефектив-

ність в гасінні пов'язаних хвиль коливання і ударного тиску на стінки резервуара при різних 

конфігураціях установки. 
В статті [8] досліджується поширення одновимірних нестаціонарних хвиль в насичено-

му багатошаровому ґрунті з рідким поверхневим шаром. На основі теорії Біо для розробки ана-

літичних / напіваналітичних рішень використовуються метод розкладання за власними функці-

ями, метод матриці переносу, метод простору станів і метод інтегрування точного тимчасового 
кроку. На численних прикладах аналізується вплив коефіцієнтів динамічної проникності для 

рідини на перехідну характеристику моделі, що важливо в додатках для морської сейсміки і 

акустики океану. 
У статті [9] представлено явний точний розв’язок нелінійного основного рівняння з 

членами Коріоліса і доцентровими членами в модифікованому наближенні екваторіальної бета-

площини і на довільній широті. Розв’язок описує хвилі в лагранжевій азимутальній екваторіа-

льній пастці, що поширюються на схід в стратифікованій рідині, що обертається. 
У статті [10] в рамках рівнянь Нав'є-Стокса для стратифікованої рідини чисельно дослі-

джені динаміка і енергетика лобового зіткнення внутрішніх відокремлених хвиль першої моди 

в рідині з двома однорідними шарами, розділеними тонким міжфазним шаром. Було показано, 
що лобове зіткнення внутрішніх відокремлених хвиль малої і помірної амплітуди призводить 

до малого фазового зсуву і генерації цуга дисперсійних хвиль, що біжать за минулою відокрем-

леною хвилею.  
Фазовий зсув зростає зі збільшенням амплітуд взаємодіючих хвиль. Максимальна амп-

літуда накату при зіткненні хвиль досягає значення, що перевищує суму амплітуд падаючих 
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відокремлених хвиль. Перевищення максимальної амплітуди накату над сумою амплітуд зу-
стрічних хвиль зростає зі збільшенням амплітуди взаємодіючих хвиль малої і помірної амплі-

туди, тоді як для зустрічних хвиль великої амплітуди воно зменшується. 

У роботі [11] розглянуто актуальні задачі, що виникають в океанографії і пов'язані зі 
стратифікованими течіями, такими як гравітаційні потоки на континентальному схилі біля Ан-

тарктичного півострова, де розташована українська антарктична станція «Академік Вернадсь-

кий», генерацію та поширення внутрішніх хвиль у морях та океанах та їх вплив на перемішу-
вання в шельфових зонах. 

У дослідженні [13] за допомогою лагранжевого опису руху рідини  вивчаються гравіта-

ційні хвилі стоксового типу в системі двох горизонтальних шарів нев'язкої, стратифікованої  

рідини, що змішується. Показано, що для того, щоб повний вертикально-інтегрований потік 
Стокса став рівним нулю, щільність повинна бути неперервною на границі розділу. 

У роботі [14] досліджувалася модель поширення хвиль у гідродинамічній системі «рід-

кий шар з твердим дном – рідкий шар з вільною поверхнею». Показано існування  внутрішньої 
і поверхневої складових хвильового поля та проаналізовано їх взаємодію. 

Формулювання мети дослідження 
Метою даної роботи є дослідження проблеми поширення слабконелінійних хвильових 

пакетів у тришаровій гідродинамічній системі «шар з твердим дном – шар – шар з кришкою». З 
використанням методу багатомасштабних розвинень отримати першу лінійну задачу та її 

розв’язки. Отримати вирази для відношень амплітуд відхилень верхньої та нижньої поверхонь 

контакту, які відповідають кореням дисперсійного рівняння. Отримати графіки залежності від-
ношень амплітуд від таких фізичних параметрів: товщини верхнього та нижнього шарів, хви-

льового числа. Провести якісний аналіз поведінки відношень амплітуд. 

Виклад основного матеріалу 
У даній статті досліджується задача поширення хвильових пакетів у тришаровій гідро-

динамічній системі «шар з твердим дном – шар – шар з кришкою» (рис. 1). 

 

 
 

Рис. 1. Постановка задачі 

 

Де { }0,:),( 11 ≤≤−∞<=Ω zhxzx  з густиною 1ρ , { }22 0,:),( hzxzx ≤≤∞<=Ω
 
з густи-

ною 2ρ , { }3223 ,:),( hhzhxzx +≤≤∞<=Ω
 
з густиною 3ρ   — нижній, середній та верхній 

шари відповідно, розділені поверхнями контакту ),(1 txz η=  та ),(2 txz η= . Верхній шар об-

межений кришкою, нижній шар обмежений твердим дном. Сила тяжіння направлена у 

від’ємному z-напрямку перпендикулярно до поверхні розподілу. 
Математична постановка проблеми виглядає наступним чином: 

швидкість поширення пакетів 

 0, =ϕ+ϕ zzjj,xx  у 3,2,1, =Ω jj , (1) 
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кінематичні умови на поверхнях контакту 

 xxjzjt ,1,,,1 ηϕ−=ϕ−η  при ),(1 txz η= , 2,1=j ; (2) 

 xxjzjt ,2,,,2 ηϕ−=ϕ−η  при ),(22 txhz η+= , 3,2=j , (3) 

динамічні умови на поверхнях контакту 
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 при ),(22 txhz η+= , (5) 

умова непроникливості на дні 

 0,1 =ϕ z  при 1hz −= , (6) 

умова непроникливості на кришці  

 0,3 =ϕ z  при 32 hhz += , (7) 

де jϕ  )3,2,1( =j потенціали швидкості частинок в jΩ , 21,ηη  — відхилення поверхонь контак-

ту, 21,TT  — коефіцієнти поверхневого натягу на поверхнях контакту, g — прискорення віль-

ного падіння.  

За допомогою методу багато масштабних розвинень, функції відхилення поверхонь ко-

нтакту та потенціали швидкостей представлено у вигляді 
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Задача першого наближення має вигляд 

0,1,1 00
=ϕ+ϕ zzjxxj  у 3,2,1, =Ω jj ; 

0,1,11 0
=ϕ−η zjt  на 2,1,0 == jz ; 

0,1,21 0
=ϕ−η zjt  на 3,2,2 == jhz ; 

0)1(
0000 ,111112,212,11 =η−ηρ−+ϕρ−ϕ xxtt T на 0=z ; 

0)(
0000 ,2122132,313,212 =η−ηρ−ρ+ϕρ−ϕρ xxtt T  на 2hz = ; 

0,11 =ϕ z на 1hz −= ; 

0,31 =ϕ z  на 32 hhz += . (10) 

Наступні дві задачі лінійні задачі наведені у роботі [12]. 

Для задачі першого наближення виведене дисперсійне співвідношення: 
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Отримане дисперсійне співвідношення має дві пари коренів 
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Де )1(
21η

 
— хвиля-відгук на хвилю )1(

11η
 
з частотою 1ω  

та амплітудою А на нижній повер-

хні контакту. А )2(
21η  є хвилею-відгуком на хвилю )2(

11η  з частотою 2ω  та амплітудою В на верх-

ній поверхні контакту. 
Проведемо аналіз модуля відношення амплітуд відхилень нижньої та верхньої повер-

хонь контакту ),(11 txη  та ),(21 txη , що відповідають 2
1ω  та 2

2ω  для першої лінійної задачі. Дані 

модулі відношень позначимо наступним чином 
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де 1a  та 2a  характеризують внесок хвилі з частотою 1ω  та 2ω  відповідно у хвильовий рух на 

поверхнях контакту. 

На рис. 2, 3 представлені графіки залежності величин 1a  та 2a  від товщини нижнього 

шару 1h  при різних значеннях 3h  та фіксованих параметрів густин  середнього та верхнього 

шарів. Інші параметри набувають таких значень: 1,1,0,0 221 ==== khTT . З малюнків видно, що 

якісна поведінка відхилення амплітуд однакова. Також видно, що для всіх трьох випадків для 

кожного значення 3h  існують граничні значення, до яких наближаються абсолютні величини 

1a  та 2a . При чому, зі збільшенням товщини верхнього шару від 1 до 10 граничні значення 
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величин 1a  та 2a
 
зменшуються. При цьому, зміна відношення густин якісно не впливає на по-

ведінку відношення амплітуд.  

З точки зору збільшення густини верхнього шару, граничні значення величин 1a  та 2a  
 

збільшуються. Збільшення товщини верхнього шару якісно не впливає на поведінку відношень 

1a  та 2a . При 9.0,95.0 32 =ρ=ρ  (рис. 2в, рис. 3в) граничне значення, до якого наближаються 

абсолютні величини 1a  та 2a
 
однакове.  

 
 

  
                              а                                                  б                                                   в 

 

Рис. 2. Залежність відношення амплітуд 1a  від товщини нижнього шару:  

а — 85.0,9.0 32 =ρ=ρ   б — 85.0,95.0 32 =ρ=ρ   в — 9.0,95.0 32 =ρ=ρ  

 
 

 

 
                              а                                                  б                                                   в 

 

Рис. 3. Залежність відношення амплітуд 2a  від товщини нижнього шару: 

а — 85.0,9.0 32 =ρ=ρ   б — 85.0,95.0 32 =ρ=ρ   в — 9.0,95.0 32 =ρ=ρ  
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                              а                                                  б                                                в 

 

Рис. 4.  Залежність відношення амплітуд 1a  від товщини верхнього шару: 

а — 85.0,9.0 32 =ρ=ρ   б — 85.0,95.0 32 =ρ=ρ   в — 9.0,95.0 32 =ρ=ρ  

 

 
                              а                                                  б                                                в 

 

Рис. 5. Залежність відношення амплітуд 2a  від товщини верхнього шару: 

а — 85.0,9.0 32 =ρ=ρ   б — 85.0,95.0 32 =ρ=ρ   в — 9.0,95.0 32 =ρ=ρ  
 

На рис. 4, 5 представлені графіки залежності величин 1a  та 2a  від товщини верхнього 

шару 3h  для різних значеннях 1h  при фіксованих значеннях густин 2ρ  та 3ρ . При збільшенні 

товщини 3h  значення абсолютних величин зменшуються. Для кожного значення товщини ниж-

нього шару 1h  існують відповідні граничні значення, до яких наближаються абсолютні величи-

ни 1a  та 2a . У всіх випадках збільшення товщини нижнього шару призводить до збільшення 

відповідних граничних значень величин 1a  та 2a . Зміна густин середнього та верхнього шарів 

якісно не впливає на поведінку відношень 1a  та 2a . 

При дослідженні зміни товщини 1h
 
зі збільшенням густини 3ρ  граничні значення обох 

абсолютних величин також збільшуються. Якісної зміни в поведінці графіків не відбувається. 

Аналогічно до попереднього випадку при 9.0,95.0 32 =ρ=ρ
 
(рис. 4 в, рис. 5 в) граничні значен-

ня відношень 1a  та 2a
 
співпадають.  
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                              а                                                  б                                                   в 

 

Рис. 6. Залежність відношення амплітуд 1a  від хвильового числа: 

а — 85.0,9.0 32 =ρ=ρ   б — 85.0,95.0 32 =ρ=ρ   в — 9.0,95.0 32 =ρ=ρ  

 

 
                              а                                                  б                                                   в 

 

Рис. 7. Залежність відношення амплітуд 2a  від хвильового числа: 

а — 85.0,9.0 32 =ρ=ρ   б — 85.0,95.0 32 =ρ=ρ   в — 9.0,95.0 32 =ρ=ρ  

 

На рис. 6 та 7 наведена залежність відношень 1a  та 2a  від хвильового числа k  для різ-

них значень товщини 1h . У випадку 6а та 7а (коли 85.0,9.0 32 =ρ=ρ ) для гравітаційних та капі-

лярних хвиль зі збільшенням хвильового числа значення величин 1a  та 2a  збільшуються. В 

інших випадках зі збільшенням хвильового числа значення відхилень амплітуд 1a  та 2a
 
змен-

шуються, наближаючись до граничного значення, близького до нуля. Чим більша товщина ни-

жнього шару 1h  тим більше початкове значення абсолютних величин 1a  та 2a . У відповідних 

випадках зміни густин 2ρ  та 3ρ  поведінка відхилень амплітуд 1a  та 2a
 
є аналогічною.  У випа-

дках 6в, 7в також спостерігається рівність абсолютних величин для капілярних та гравітаційних 

хвиль. 
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                                   а                                             б                                               в 

 

Рис. 8. Залежність відношення амплітуд 1a  від хвильового числа: 

а — 85.0,9.0 32 =ρ=ρ   б — 85.0,95.0 32 =ρ=ρ   в — 9.0,95.0 32 =ρ=ρ  

 

 
                              а                                                  б                                                   в 

 

Рис. 9.  Залежність відношення амплітуд 2a  від хвильового числа: 

а — 85.0,9.0 32 =ρ=ρ   б — 85.0,95.0 32 =ρ=ρ   в — 9.0,95.0 32 =ρ=ρ  

 

На рис. 8, 9 представлено залежність абсолютних величин 1a  та 2a  від хвильового чис-

ла для різних значень товщини верхнього шару 3h  для різних фіксованих значень 2ρ  та 3ρ . 

При 85.0,9.0 32 =ρ=ρ  величини 1a  та 2a  зростають зі збільшенням хвильового числа для граві-

таційних та капілярних хвиль, в інших випадках зміни густин 2ρ  та 3ρ  — починаючи з деякого 

значення хвильового числа зменшуються, наближаючись до нуля.  Більше значення товщини 

верхнього шару відповідає меншому початковому значенню величин 1a  та 2a  (для гравітацій-

них хвиль). Поведінка відхилень амплітуд у відповідних випадках зміни густин середнього та 

верхнього шарів аналогічна. При 9.0,95.0 32 =ρ=ρ  (рис. 8в, рис. 9в) має місце рівність абсолю-

тних значень 21 aa = . Зі збільшенням значення 3ρ  (рис. 8 б—в, рис. 9 б—в) відповідні макси-

мальні значення абсолютних величини 1a  та 2a  збільшуються. 
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Висновки  
Досліджувалася задача поширення хвиль у тришаровій системі «шар з твердим дном – 

шар – шар з кришкою». Для задачі першого наближення виведене дисперсійне співвідношення 

та дві пари коренів. Отримано вирази відношень амплітуд відхилень поверхонь контакту, які 
відповідають кореням дисперсійного рівняння. Графічно проілюстрована та проаналізована 

залежність відношень амплітуд від різних фізичних параметрів (товщини верхнього та нижньо-

го шарів, хвильового числа) при зміні товщини нижнього і верхнього шарів та густин середньо-
го та верхнього шарів. 

Графіки залежності відношень амплітуд 1a  та 2a  від 1h  та 3h  у всіх випадках прямують 

до певного граничного значення не залежно від зміни густин середнього та верхнього шарів. 

Проте при залежності відношень амплітуд 1a  та 2a  від 1h  величини 1a  та 2a  
 
збільшуються до 

граничного значення, при залежності відношень амплітуд від 3h
 
— зменшуються.  

Графіки залежності 1a  та 2a  від хвильового числа показують, що у випадку, коли 

85.0,9.0 32 =ρ=ρ  при різних значеннях товщини нижнього шару значення відношень амплітуд 

збільшуються зі зменшенням довжини хвилі, в інших випадках зміни густин значення 1a  та 2a  

зменшуються, наближаючись до певного граничного значення. 

При зміні товщини верхнього шару 3h  значення величин 1a  та 2a  при 85.0,9.0 32 =ρ=ρ  

також зростають для капілярних і гравітаційних хвиль. В інших випадках після деякого числа 

k
 
значення величин 1a  та 2a  зменшуються і в області капілярних хвиль при великих значеннях 

хвильового числа 8>k  графіки для відповідних значень товщини 3h  співпадають, наближаю-

чись до нуля.  

Також виявлено випадки рівності абсолютних значень величин 21 aa = . 
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INVESTIGATION OF WAVE MOVEMENTS IN THE THREE-LAYER  
HYDRODYNAMIC SYSTEM "LAYER WITH HARD BOTTOM – LAYER –  
LAYER WITH COVER" 
Naradovyi V., Kharchenko D. 

 

Abstract 
Modeling of wave motions in stratified liquids of different types makes it possible to study 

similar wave processes in the ocean and predict their behavior. 

The aim of this article is to study the problem of propagation of weakly nonlinear wave pack-

ets in a three-layer hydrodynamic system "layer with a hard bottom – layer – layer with a cover". 
Using the method of multiscale developments, the first linear problem is obtained, the variance 

relation and two pairs of roots are derived. Expressions for the relations of amplitudes of deviations of 

contact surfaces corresponding to the roots of the dispersion equation are obtained. The dependence of 

amplitude relations on different physical parameters (thickness of upper and lower layers, wave num-
ber) when changing the thickness of lower and upper layers and densities of middle and upper layers is 

graphically illustrated and analyzed. 

Graphs of the dependence of the ratios of the amplitudes 1а  and 2а  on 1h  and 3h  in all cases 

go to a certain limit value, regardless of changes in the densities of the middle and upper layers. How-

ever, if the ratios of the amplitudes 1а  and 2а  depend on 1h , the values of 1а  and 2а increase to the 

limit value, and if the ratios of the amplitudes depend on 3h , they decrease. 

Graphs of the dependence of 1
а  and 2

а  on the wave number show that in the case when 

85.0,9.0 32 =ρ=ρ  at different values of the thickness of the lower layer, the values of the amplitude 

ratios increase with decreasing wavelength.  In other cases density changes values 1
а  and 2

а decrease, 

approaching a certain limit value. 

When the thickness of the upper layer 3h  changes, the values of 1а  and 2а  at 

85.0,9.0 32 =ρ=ρ  also increase for capillary and gravitational waves. In other cases, after a certain 

number k , the values of 1а  and 2а
 
decrease, and in the region of capillary waves at large values of 

the wave number 8k > , the graphs for the corresponding values of the thickness 3h  coincide, ap-

proaching zero. There are also cases of equality of absolute values of 1 2 || | |а а= . 

The results of the study can be applied in oceanography, hydrodynamics, biomechanics, in 
some branches of shipbuilding. 
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NUMERICAL METHODS OF INTEGRATING FUNCTIONS OF METROLOGICAL  
RELIABILITY OF MEASURING INSTRUMENTS 

 
The methods used in the integration of discrete-continuous functions of metrological reliabili-

ty of measuring instruments (MI) are determined. The mathematical apparatus of recursive reliability 

functions is given, the peculiarities of integration of these functions are determined. Algorithms for 

implementing and estimating the accuracy of quadrature functions in calculating the metrological re-
liability of MI are considered. 

Keywords: metrological reliability, recursive functions, methods of numerical integration, ac-

curacy of quadratures. 

 
Визначаються методи які застосовуються при інтегруванні дискретно-безперервних 

функцій метрологічної надійності засобів вимірювань (ЗВ). Приводиться математичний 

апарат рекурсивних функцій надійності, визначаються особливості інтегрування даних фун-
кцій. Розглядаються алгоритми реалізації і оцінки точності функцій квадратур при обчис-

ленні метрологічної надійності ЗВ. 
Ключові слова: метрологічна надійність, рекурсивні функції, методи чисельного інтег-

рування, точність квадратур. 

 

Problem’s formulation 
The main mathematical apparatus of the theory of metrological reliability is the theory of ran-

dom functions, probability theory and mathematical statistics. In the a priori analysis of reliability al-
low fully defined probabilistic characteristics of reliability. Establishing an analytical expression for 
the distribution of random variables allows you to determine the required reliability. The choice of 
theoretical model of failures determines the accuracy of quantitative estimates of reliability indicators. 
The distribution function, which is used as a model of failures, solves the following problem — the 
calculation of failure rates. The classical method of calculating the reliability of systems is to deter-
mine the characteristics of indicators of system reliability based on the use of fundamental theorems of 
probability theory. The probabilistic-physical method is based on the use of the probabilistic-physical 
model and considers many states of the system with continuous time. At the same time there is a prob-
lem of integration of discrete-continuous functions of metrological reliability. 

Analysis of recent research and publications 
Mathematical and physical (in the sense of statistical distributions) failure distribution func-

tions are universal and have an advantage over the classical integral distribution laws, but due to the 
fact that these functions are expressed through the Laplace integral and the integral of the form 

∫ −
dte

t
2

 is not expressed through elementary functions, there are difficulties in obtaining both accu-

rate and approximate analytical solution of a definite integral for functions )(, tp kм¬ — probability of 

MI operation without metrological failure and )(, tp kм — work of MI with metrological refusal at cal-

culation 1t — time of faultless work. Application of some standardized approximations [1] of the func-

tion dzezФ

z z

∫
∞−

−
= 2

2

2

1
)(

π
&  allows you to approximate these functions in a limited range of values. De-

composition into a McLaren series, or trigonometric series, and finding the partial sum of a series, 
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finding the initial approximating function, and applying the integration apparatus in parts lead to cum-
bersome and inefficient calculations. Therefore, these techniques cannot be used to solve this class of 
problems. For example, the decomposition of the function ))(1(5.0)( xerfxf +⋅=  in the McLaren 

series allows to approximate the studied function in a limited range of values ]2,2[−∈x  in the neigh-
borhood 0=x . 

The use of polynomial approximation methods does not allow to approximate the function 
with high accuracy )(xf  (Fig.1), but the superposition (convolution) of the product 

{ })())(1( tRtF ямDM−  of the subintegral function can be approximated with the minimum deviation 

(Fig. 2). 
 

 
Fig. 1. Polynomial approximation by polynomials of 4th, 7th, 8th degree 

 

 
Fig. 2. Results of approximation of subintegral function })())(1({ tRtF ямDM−  by polynomial 

of the 4th order and norm of deviation of result 
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The ineffectiveness of these approaches is explained as follows. These expressions are func-
tions of many variables that depend on both time and the parameters of the metrological control which 
in turn are parameters of the laws of distribution of probability of failure (and some are set by the tar-
get production system); when varying these parameters, the shape of the approximating functions 
changes and it is necessary to calculate new polynomial coefficients for each case and obtain an ap-
proximate analytical solution of the integral to find the mathematical expectation of the total metrolog-
ical control time without failures. 

Formulation of the study purpose 
The aim of the article is to define analytical expressions for recursive functions of metrological 

reliability of MI. Taking into account the peculiarities of the subintegral function of the faultless opera-
tion of the MI, the substantiation of the choice and comparison of numerical integration methods, as well 
as the calculation of the accuracy of the algorithms for the implementation of quadrature functions.  

Presenting main material 
We write the expressions for the functions )(, tp kм¬  and )(, tp kм , for the diffusion monotone 

distribution of the probabilities of metrological failures and for the exponential model of explicit fail-
ures in the following form 







⋅+=

−⋅=¬

).()]([)(

);())(1()(

,12,

,1,

tRtFpptp

tRtFptp

ямDMkDMDMDMkм

ямDMkDMDMkм
,                                  (1) 

where )(),( tRtF ямDM  — the functions of the probabilities of metrological failure and work without 

explicit failures of the metrological control in the time interval nnnn TktkT )1( ++<≤+ ττ , respec-

tively(verification time, verification number, verification period). 
Recursive functions of probabilities of finding MI in states 1 and 2 (1 — MI is workable and 

used for its intended purpose; 2 — MI is used with metrological refusal) after k  — its verification 
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for zero verification: 
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(probability of error of the 1st kind, probability of error of the 2nd kind). 

For convenience of calculations we will enter the following relative sizes: 
мT

t
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(coefficient of variation). As a result, the following relations are valid for expressions (1—3) 
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The parameter is the time for explicit refusal. 
According to formula (4) we write the expression 1t  for the DM-distribution of operating time 

on the metrological failure. To do this, introduce the following substitutions: denote by 
xv

x
U t

−
=

1
, 
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then the multiplier )()())(1( tRUФtF мDMtмDM ==− &  — the probability of MI operation without 

metrological failures at the time t . 
Given the behavior of reliability functions depending on the parameters of the metrological 

control and the results of the integration procedures of the above quadratures as the optimal algorithm 

for calculating the function: dttRtRtf ямD

kTT

D

nn

nTn

))()(()( ∫
+

+

=
τ

, which is valid for both diffusion mod-

els (index D) the adaptive Gauss-Lobatto quadrature is chosen with an accuracy of 10-6 . 
To verify the validity of the obtained solutions using numerical integration methods to calcu-

late the value 1t , we compared the results obtained for the adaptive Simpson and Gauss-Lobatto qua-

drature in the input diffusion models of metrological failures. Studies conducted for different values of 
metrological control parameters using a discrete-continuous operation model have shown the advan-
tages of quadrature of Gaussian algebraic accuracy (reliability parameters for DM-distribution) 

1.,10000 === ммя vгодТТ . 

In the process of research and configuration of the computational procedure of the MI relia-
bility analysis module, a library of numerical quadrature programs was created. It includes the adap-
tive Simpson algorithm (degree of accuracy) and programs that implement three-point and ten-point 
Gauss-Legendre methods. Initially, these algorithms were implemented and tested as Matlab file func-
tions for comparison with standard Matlab numerical integration procedures, which are based on algo-
rithms developed by computer mathematics specialists Prof. Walter Gautschi and Walter Gander [2]. 

When choosing a quadrature method in addition to the behavior of this function, you need to 
consider the accuracy and speed of numerical solutions. Since this function is quite smooth and has 
(albeit cumbersome) expressions for high-order derivatives, we explore the possibility of applying qu-
adratures based on the Gauss-Legendre method. 

On the basis of the algorithms given in the works carried out in [3—5], adaptive quadratures 
based on 3 and 10-point interpolation of the Gaussian method are implemented. It is proposed to 
choose the following recursive algorithm as a basis for software implementation 








 −+
=

),,(

),,()],,(),,([
),,(

fYXGauss

fYXGaussfYZGaussfZXGauss
absfYXS  

],);,,(_),,(_

),,,(),,([),,(_

fYZmgausfZXmgauss

else

fYXGaussDfYXSfZXmgauss

+

→<=

 

where ),,( fYXG  is the function for calculating the approximate value of the integral ∫
Y

X

dxxf )( , 

m  —  selected quadrature method, D  —  integration threshold; first calculated ),,( fYXG , 

),,( fZXG  and ),,( fYZG , where )(5,0 YXZ += . 

The results of calculations and comparison of the accuracy of numerical integration functions for 
a set of test algebraic functions by Gauss-Lobatto (quadl) and adaptive Simpson quadrature (quad) — 
standard Matlab 7 functions, and author-modified procedures that implement three-point (gauss_3) and 
ten ) Gauss-Legendre method. The criterion of accuracy (given relative error) in these examples is 10-6.  

Comparison of the results of calculation of reliability indicators using Gauss-Legendre and 
Gauss-Lobatto algorithms showed that for engineering calculations it is recommended to use algo-
rithms based on 3 and 10-point Gauss-Legendre method, and for Gauss-Lobatto research (tabl. 1, 2) 
[5]. 
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Table 1. Comparison of the accuracy of quadrature algorithms 
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Test results on control examples 
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dxxxxI  

quadl -1.548788372527948 8.183479207654349 2.038197427572023 
quad -1.548788476684941 8.183479195675837 2.038197433763133 
gauss_3 -1.548788002258859 8.183479974070949 2.038198170813146 
gauss_10 -1.548788422369362 8.183478567673465 2.038198060499660 

 
Table 2. Comparison of the accuracy of Gaussian quadratures in calculating the integral 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Conclusions 

The study of the accuracy of quadratures was carried out taking into account the change in the 
behavior of the function at possible values of the coefficient of variation, which allows to assess the 
accuracy and reliability of the developed algorithms when calculating reliability. To reduce the errors 
of the numerical result, it is recommended to increase the accuracy of the integration threshold and the 
limits of calculation of recursive series of the discrete-continuous model. 
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1,2    -0.0033 6.0549e-007 



Розділ 1. Математичне моделювання в природничих науках та інформаційні технології                      49 
 

ЧИСЕЛЬНІ МЕТОДИ ІНТЕГРУВАННЯ ФУНКЦІЙ МЕТРОЛОГІЧНОЇ  
НАДІЙНОСТІ ЗАСОБІВ ВИМІРЮВАНЬ 
Литвиненко В.А., Рязанцев О.В., Гнатюк М.О. 
 
Реферат 
Математичним апаратом теорії метрологічної надійності є теорія випадкових функцій, 

теорія ймовірності і математична статистика. Встановлення аналітичного виразу функцій роз-
поділення випадкових величин дозволяє визначити необхідні показники надійності. Вибір тео-
ретичної моделі відмов визначає точність кількісних оцінок показників надійності. Функція 
розподілу, яка застосовується в якості моделі відмов вирішує наступну задачу – розрахунок по-
казників безвідмовності. Метод розрахунку надійності систем полягає в визначенні характерис-
тик показників надійності систем заснований на використанні фундаментальних теорем теорії 
ймовірності. Ймовірністно-фізичний метод заснований на використанні ймовірністно-фізичної 
моделі і розглядає множину станів системи з безперервним часом. При цьому виникає пробле-
ма інтегрування дискретно-безперервних функцій метрологічної надійності.  

В статті розглянуті обчислювальні методи інтегрування дискретно-безперервних функ-
цій метрологічної надійності. Приведено рекурсивні функцій математичної теорії надійності і 
методи інтегрування даних функцій. Розроблені алгоритми і проведено порівняльний аналіз з 
оцінкою точності функцій квадратур з врахуванням зміни поведінки функції при можливих 
значеннях коефіцієнта варіації. При цьому враховується швидкість операцій чисельного 
розв’язку. Для зменшення похибок чисельного результату рекомендується збільшувати точ-
ність порогу інтегрування і границі обчислення рекурсивних рядів дискретно-безперервної 
моделі. Для інженерних розрахунків рекомендується застосовувати алгоритми на основі ме-
тоду Гаусса-Лежандра, а для наукових досліджень Гаусса-Лобатто. 
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СТАТИСТИЧНЕ ДОСЛІДЖЕННЯ ВЛАСТИВОСТЕЙ  
СТЕПЕНЕВИХ РОЗПОДІЛІВ 

 
З використанням методів статистичного моделювання досліджено параметри розпо-

ділу випадкових променів над прямою та площиною. Показано, що введені степеневі розподіли 
дозволяють більш точно врахувати особливості розподілу джерела чи властивостей середо-

вища. 

Ключові слова: випадкові промені, степеневі розподіли. 

 
Using the methods of statistical modeling, the parameters of distribution of random rays over 

the line and plane were studied. It is shown that the power distributions introduced allow you to more 

accurately take into account the peculiarities of the distribution of the source or properties of the envi-
ronment. 

Keywords: random rays, power distributions. 

 
Постановка проблеми 

Задачі про розподіл випадкових променів і хорд часто розглядались в різній інтерпрета-

ції [1, с.39, с.107], що приводило неодноразово до “парадоксів” [2]. В той же час для чітко сфо-
рмульованих моделей можна отримати однозначні результати. Для простих геометричних тіл 

нами раніше отримані аналітичні чи статистичні розподіли параметрів — для сфери [3] і кубу 

[4]. Нижче розглянуто особливості розподілу випадкових променів в загальному випадку роз-

ташування джерела променів над віссю і над площиною. 

Аналіз останніх досліджень та публікацій 
Для моделі точкового джерела з рівномірним на інтервалі (−π/2,π/2) розподілом про-

менів отримано вираз розподілу абсцис перетину випадкового променів з прямою у вигляді ро-
зподілу Коші з параметром а [5, с. 73]. Нами раніше було розширено клас розподілів від точко-

вого джерела до розподілу Стьюдента з дробовим аргументом [7] і досліджено властивості сі-

мейства а-розподілів. В подальшому групу степеневих розподілів було поширено на випадок 

джерела над площиною [9]. Введення груп степеневих розподілів було виконано з чисто фор-
мальних позицій. На основі цього з’явився інтерес провести дослідження законів розподілу ви-

падкових променів з точкового джерела при різних властивостях джерела чи середовища, через 

яке проходять промені. Нижче методами статистичного моделювання показано, що конкретним 
моделям відповідають степеневі розподіли з різними параметрами. 

Формулювання мети дослідження 
Метою роботи є дослідження статистичними методами параметрів розподілу координат 

перетину випадкових променів з екраном від точкового джерела шляхом використання введе-

них раніше розподілів із щільністю виду �(�) = 
�,� ∙ (1 + ��/��)�� на осі і над площиною 

		�(�, �) = 
�,� ∙ (1 + ��/ℎ� + ��/ℎ�)��. Отримані результати узгоджуються з теоретичними 

викладками для розглянутих моделей. 
Виклад основного матеріалу 

Група а-розподілів. При введені розподілу Коші з параметром а було зроблено припу-

щення про рівномірний закон розподілу кутів променів з джерела на інтервалі (–π/2, π/2). При 

цьому припускається, що інтенсивність джерела є рівномірною і енергія джерела досить велика 

або середовище, через яке проходять промені, є абсолютно прозорим. В інших випадках закон 

розподілу проекцій променів буде дещо іншим. Введене в роботі [7] розширення групи степе-
невих розподілів може врахувати ці обмеження, що робить а-розподіли більш універсальними. 
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Аналітичний вираз щільності розподілу для групи а-розподілів записується у вигляді 

�(�) = ��� (1 + (� �⁄ )�)��					� > 0	, � > 0,5	, −∞ < � < ∞,																													(1) 
де оцінений статистично множник			�� = 0,0336 + 0,6577 ∙ ln(� + 0,500), R

2 
= 0,996. При рів-

номірному на інтервалі (–π/2, π/2) розподілі променів з джерела � = 1, �� = 1/π і має місце 

розподіл Коші. На рис. 1 наведені графік приведених відносних частот розподілу Коші, обчис-

лений за інтегральною функцією розподілу [5], і гістограма результатів статистичного моделю-
вання, параметр а = 1. Результати статистичного моделювання адекватні теоретичній кривій. В 

подальшому при порівнянні різних моделей наводяться обвідні статистичних гістограм як 

більш інформативні, ніж гістограми. 
При відмінному від рівномірного законі розподілу кутів променів з джерела і незмінно-

му параметрі а закон розподілу абсцис перетину променів з прямою суттєво міняється. На  

рис. 2 наведені графіки відносних частот, коли промені розподілені на інтервалі (–π/2, π/2), але 

за нормальним законом розподілу Гауса з параметрами (0, π/4) та (0, π/6) (тут і далі а = 1). Ап-
роксимація методом найменших квадратів (МНК) отриманих статистичних розподілів степене-

вими показала, що з коефіцієнтом детермінації R
2 
= 0,98 модельні і регресійні криві практично 

співпадають. Значення параметру k можна оцінити як по максимальному значенню відносної 

частоти $(0) за формулою �% = &�' ()(*)�*,*++,*,,-.. /− 0,5, так і з використанням всіх значень 

приведених відносних частот на інтервалі (–3, 3), коли величина ��	визначається МНК при фік-

сованому а. Зокрема, для розподілу променів за законом Гауса з параметрами (0, π/4) отримані 

значення �%=1,50 і ��=1,49, для розподілу променів з параметрами (0, π/6) отримано �%= 2,34, 

k2 = 2,36. В той же час апроксимація статистичних розподілів нормальним не дозволяє отрима-

ти коефіцієнт детермінації	0� більшим за 0,50, що є мало прийнятним. 

 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 

 
 

 

Отже, можна зробити висновок, що при 
збільшенні локалізації розподілу променів з 

джерела параметр k апроксимуючого степенево-

го розподілу збільшується. Ця властивість підт-
верджується моделями з “антимодальним” роз-

поділом напрямків променів з джерела (симет-

ричний розподіл, щільність якого має вид �(�) = �1,2(' + 3��) з мінімумом при х = 0). 

Результати наведені на рис. 3, q = 1. Модельна 

крива більш згладжена у порівнянні з розподі-
лом Коші, і отримані такі значення: при 

р = 1		�% = 0,875	(�� = 0,89), при р = 2 �% =0,93 (�� = 0,96), тобто в обох випадках k < 1. 

      

Рис. 1. Порівняння розподілів Рис. 2. Розподіли при нерівномірній 

щільності джерела 

 

 

Рис. 3. Розподіли при антимодаль-

ній щільності джерела 
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Інше припущення при введені розпо-
ділу Коші з параметром а — абсолютна про-

зорість середовища, коли всі промені дося-

гають екрану. Було розглянуто модель рівно-
мірного розподілу напрямків променів на 

інтервалі (–π/2, π/2), коли довжина променів 

розподілена за показниковим законом	�(6) == λ ⋅ exp(−λ ⋅ 6) 		0 < 6 < ∞ з середнім зна-

ченням ; = 1/λ. На рис. 4 наведені результа-

ти моделювання, всі графіки статистичних 

частот більш локалізовані у порівнянні з роз-
поділом Коші. Апроксимація степеневими 

розподілами показала, що при ; = 2 величини 

параметру розподілу	�% = 1,41	(	�� = 1,44	) і 

при	; = 1		�% = 1,67	(�� = 1,71).	Таким чи-
ном, чим менше прозорість середовища, тим 

більше розподіли проекцій променів відріз-

няються від розподілу Коші. 
Група степеневих h-розподілів на площині. Степеневі розподіли променів над пло-

щиною були введені за аналогією з а-розподілами, без розгляду конкретної моделі. Для щіль-

ності розподілу абсцис точок перетину випадкових променів з площиною від джерела на відс-

тані h від площини запропоновано формулу 

�(�, �) = � − 1
π ∙ ℎ� ∙ >1 + (� ℎ? /� + (� ℎ? /�@�� 				� > 1,			 − ∞ < �, � < ∞.																	(2) 

При статистичному моделюванні рівномірного у півпросторі	A < 0  розподілу променів 
є кілька можливих алгоритмів. Можна вважати розподіл рівномірним у півпросторі, якщо він 

забезпечує однакову ймовірність на кожному елементі поверхні сфери ∆C = ∆D ∙ ∆E радіусу, 

для визначеності, 0 = 1,  де ∆D — довжина дуги по горизонталі (“по паралелі”), ∆E — розмір 

дуги по вертикалі (“по меридіану”). Рівномірність розподілу значень	∆D забезпечується рівно-

мірним розподілом на інтервалі (−π, π)	 полярного кута ϕ, для чого достатньо генерувати пос-

лідовності незалежних х і у, рівномірно розподілених на інтервалі (−1, 1) і враховувати тільки 

ті пари чисел точки N, які задовольняють умові �	F� + �F� < 1. 

Дещо складніше забезпечити однакову ймовірність влучення на інтервал ∆E. Площа по-

верхні шарового поясу пропорційна його висоті ∆ℎ, яка пов’язана з елементом поверхні сфери ∆E формулою ∆ℎ = ∆E ∙ sin θ, де θ — широта елементу ∆C,  тобто полярний кут θ	між віссю ап-

лікат і напрямом на елемент	∆C, θ ∈ (0, π/2). Усі промені виходять з центру сфери (джерела 

променів), і моделі можуть відрізнятись між собою алгоритмом вибору точки M, через яку про-

ходять промені. Якщо точки М вибирати на перетині променів з рівномірно розподіленими ку-

тами θ з поверхнею сфери, то не враховується нелінійність залежності  між ∆ℎ та ∆E. Якщо ко-

ординати точки М вибирати на поверхні сфери з координатами AJ = K1− (�F� + �F�), то за ре-

зультатами статистичного моделювання отримано, що щільність розподілу кута θ описується 

формулою �(θ) = sin(2	θ), 				0 < θ < π/2. Нарешті, якщо точки М заповнюють весь об’єм сфе-

ри, то отримано розподіл кутів θ зі щільністю �(θ) = sin θ, 		0 < θ < π/2. Саме таке співвідно-

шення відповідає залежності між висотою шарового поясу ∆ℎ та елементом поверхні сфери	∆E. 
Тому такий алгоритм був використаний при статистичному моделюванні. 

Моделювався розподіл точок М у півкулі радіусом R = 1 з центром в точці джерела 

променів, �F 	і	�F є випадкові числа, рівномірно розподілені на інтервалі (–1, 1), а AJ рівномір-
но розподілено на інтервалі (0, 1). Використовуються тільки ті трійки координат, які задоволь-

няють умові AJ� + �F� + �F� < 1. Через ці точки проводились промені з центру півкулі і обчис-

лювались координати	(�L , �L) їх перетину з площиною на відстані h від джерела. Результати мо-
делювання засвідчили, що максимальне значення частоти, у відповідності до формули (2), обе-

 

 

Рис. 4. Розподіли при непрозорому  

середовищі 
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Рис. 5. Графіки осьових перетинів 

при рівномірному розподілі 

рнено пропорційно квадрату величини h, а відносні частоти обернено пропорційні квадрату 
величини кроку обчислення гістограм.  

Не було очевидним, яке значення матиме параметр k при рівномірному розподілі про-

менів з джерела. Аналіз результатів статистичного моделювання h-розподілів дозволив оцінити 
значення параметру k для прийнятої моделі рівномірного розподілу променів з джерела.  

В табл. 1 для різних величин h наведені значення	�%, отримані з використанням макси-

мального значення		�% = 1+ $(0,0) ∙ π ∙ ℎ�, і значення	��, отримані МНК з використанням при-

ведених статистичних частот	$(�, 0) на осьовому перетині на інтервалі (–3, 3). Дані статистич-
но стабільні і можна прийняти, що розподілу координат перетину променів при рівномірному в 

півпросторі розподілі променів відповідає значення параметру � = 1,50 = 3/2  у формулі (2). 

 
Таблиця 1. Значення параметру k для різних h 

 
 

На жаль, графічне зображення поверхонь $(�, �)		не є ілюстративним, тому обмежимось гра-

фіками приведеної статистичної частоти по осьово-
му перетину. На рис. 5 наведені такі графіки при 

рівномірному розподілі променів з джерела для різ-

них h. Обчислені значення		� наведені в табл. 1. Про 
адекватність прийнятої моделі, яка представляє рів-

номірний розподіл променів у півпросторі, свідчить 

повне співпадіння частот, обчислених при статис-

тичному моделюванні та з використанням інтегральної функції N(�, �) для степеневого h — 

розподілу (при виведенні формули прийнято k =1,5). 

N(�, �) = 1
2πOarctan

� ∙ �
ℎKℎ� + �� + �� + arctan �ℎ + arctan �ℎT +

1
4 						− ∞ < �, � < ∞.				(3) 

Можна відмітити дещо незвичне положення графіків відносно один до одного: для од-

новимірних розподілів площі під графіками відносних частот повинні бути однаковими, в той 

час як для двовимірних симетричних розподілів мають бути однаковими об’єми конічних тіл з 

твірною w(x, 0). Дійсно, суми всіх відносних частот на площині на інтервалі −10 < � < 10, −10 < � < 10		для кожної моделі  близькі до 1. 

Для степеневих h-розподілів також актуальним є питання про залежність параметрів ро-

зподілу від впливу нерівномірності розподілу з джерела чи обмеженої прозорості середовища. 
На рис. 6, 7, 8 наведені графіки осьових перетинів приведеної статистичної щільності 

розподілів для різних моделей розподілу променів з джерела, у всіх випадках ℎ = 2, крок фік-

сації значень частоти ∆� = 0,5. 
При нормальному двовимірному розподілі променів з джерела (рис. 6) криві більш ло-

калізовані в порівнянні з рівномірним розподілом і отримані такі значення параметру k: 

при UV = UW = 0,8 величини �% = 1,65	(�� = 1,64); 
при UV = UW = 0,5  величини �% = 1,96	(�� = 1,91). 

(Нагадаємо, що для рівномірного у півпросторі джерела значення k близькі до 1,50). Слід відмі-

тити, що при нормальному розподілі променів з джерела розподіл координат суттєво відрізня-

ється від двовимірного нормального розподілу, коефіцієнт детермінації R
2
 не перевищує 0,60, в 

той час як при апроксимації h-розподілом R
2 
= 0,995. 
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Рис. 8. Осьові перетини для дже-

рела з антимодальним розподілом 

 

 
Рис. 6. Осьові перетини при нормально-

му розподілі променів 

Рис. 7. Осьові перетини при різній дов-

жині променів 

 

Аналогічна картина має місце для непро-
зорого середовища, коли не всі промені досягають 

екрану (рис. 7). Як і для а-розподілів, використана 

модель рівномірного у півпросторі розподілу про-
менів, довжини яких мають показниковий розпо-

діл з середнім значенням L (нагадаємо, розгляда-

ються моделі h = 2). За результатами статистично-
го моделювання розподіли більш локалізовані і 

для параметру k отримані такі значення: 

при	; = 4ℎ величини �% = 1,73	(�� = 1,83); 
          при ; = 2ℎ величини �% = 2,16	(�� = 2,12). 

На рис. 8 наведені графіки осьових перетинів 

для джерела з антимодальним розподілом	�(X) =
Y(Z + (1 − 2Z) ∙ X), де X ∈ (0, 1). Як і для  
а-розподілів, криві статистичних частот більш 

згладжені у порівнянні з розподілом для рівномір-

ного джерела, а параметр k розподілу менше стан-

дартного k =1,5: 

при b = 0,45 величини �% = 1,43	(�� = 1,44); 
при b = 0,40 величини �% = 1,37	(�� = 1,39). 
В той же час виконана МНК обробка результатів статистичного моделювання при од-

ночасному знаходженні обох параметрів розподілу — k і h (як і k та a) — показала, що коефіці-

єнт детермінації завжди зростає і складає 0� ≈ 0,99, однак внаслідок особливостей рельєфу 

цільової функції результативні значення параметрів а та h важко піддаються інтерпретації. 

Висновки 
В цілому методами статистичного моделювання підтверджено, що степеневі розподіли 

можуть краще відображати особливості розподілів променів з джерела для різних моделей. 

Оцінено степінь залежності параметрів розподілу від моделей — чим більша локалізація, тим 
більше значення показника степеню k при фіксованому h чи а. 

Окремої уваги заслуговує в подальших дослідженнях факт аналогії математичних фор-

мул, які описують розподіл координат перетину випадкових променів з екраном і розподіл зна-

чень вертикальної складової сили тяжіння як для плоскої, так і для просторової моделей. 
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STATISTICAL STUDY OF THE PROPERTIES OF POWER DISTRIBUTIONS 
Avramenko V., Stroieva V. 
 

Abstract 
The laws of distribution of random rays to the screen from a point source are investigated by 

statistical methods. The previously introduced [1, 2] distributions from the group of power species 

were used �(�) = 
�,� ∙ (1 + ��/��)�� and �(�, �) = 
�,� ∙ (1 + ��/ℎ� + ��/ℎ�)�� for the case on 

the axis and on the plane, respectively. 

It has been shown that the use of power distributions allows more accurately describing the 

laws of distribution of projection coordinates for different models of ray distribution from the source 

or properties of the environment through which rays pass. 
For a source over a line in the case of uniform distribution of rays from the source, the law of 

the Cauchy distribution (k = 1) is true, for more complex models it is proposed to use a-distributions. 

They can be considered an extension of the Student distribution, including fractional values of para-
meters. 

For sources above the plane, h-distributions of the power type are entered. It is shown that 

even in half the space of ray distribution from the source corresponds to the distribution of the coordi-

nates of rays in the plane at a distance of h with a power of k = 1.5. 
Statistical modeling methods estimated that in cases of distribution more localized compared 

to uniform, during approximation of statistical distribution significantly increases the value of the pa-

rameter k power distribution. Similar conclusions are obtained for the case of a not quite transparent 
environment, when not all rays reach the screen: the shorter the rays, the greater the parameter k of the 

apprizing distribution. 
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ІМПУЛЬСНE ТРАКТУВАННЯ ЕФЕКТІВ ДОППЛЕРА  
СТОСОВНО РАДІОЛОКАЦІЇ 

 

У роботі вирішена актуальна наукова задача, яка полягає в розробці математичної 
моделі розрахунку ефекту Допплера з використанням принципу збереження обсягу імпульсної 

послідовності в різних системах відліку «об'єкт — радіолокаційна станція». Отримано перет-

ворення Лоренца, як геометричне середнє для наближення та віддалення об’єкта від радіоло-
каційної станції, а також отримана геометрична інтерпретація взаємозв'язку поперечного 

та поздовжнього ефекту Допплера. Запропонована методика дозволяє визначати не тільки 

радіальну, а і повну швидкість руху об’єктів відносно радіолокаційної станції. 
Ключові слова: радіолокаційна станція, ефект Допплера, спеціальна теорія відноснос-

ті, імпульсна послідовність. 

 

The work has solved an urgent scientific problem, which consists in the development of a ma-
thematical model of Doppler effect with use of the principle of preservation of volume of pulse se-

quence in various reference systems "object — radar station". The Lorentz transformation is obtained 

as a geometric mean for approaching and moving the object away from the radar station, and a geo-
metric interpretation of the relationship between the transverse and longitudinal Doppler effects is 

obtained. The proposed method allows to determine not only the radial but also the total speed of ob-

jects relative to the radar station. 

Key words: radar station, Doppler effect, special theory of relativity, pulse sequence. 
 

Постановка проблеми 
Активні радіолокаційні системи (РЛС) дозволяють визначати швидкість руху об'єктів за 

допомогою ефекту Допплера (ЕД). При цьому зазвичай визначається радіальна компонента 

швидкості, що збігається за напрямком з радіус-вектором, проведеним від РЛС до об'єкту, а 

відповідний ЕД називають поздовжнім. Для отримання виразу допплерівського частотного зсу-
ву в разі електромагнітних хвиль зазвичай користуються рівнянням плоскої хвилі і формаліз-

мом спеціальної теорії відносності (СТВ), причому, як і для пружних хвиль, фактором, що  

викривляє інформацію в каналі зв'язку «РЛС-об'єкт» є відносна швидкість їх руху. Тому актуа-

льною науковою проблемою є одночасне визначення радіальної та тангенціальної компонент 
луна-сигналу. 

Аналіз останніх досліджень та публікацій 
Зондувальний сигнал РЛС і, відповідно, луна-сигнал найчастіше мають вигляд коротких 

радіоімпульсів, тому представляє інтерес розглянути зміну параметрів саме таких сигналів при 

переходах між системами відліку спостерігача (наприклад, РЛС) і об'єкта. Крім того, як буде 

показано нижче, такий розгляд дозволяє просто і наочно проявити суть ЕД обох типів — поз-
довжнього і поперечного не вдаючись до використання СТВ ( см. наприклад [1, 2]). 
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В даному випадку зручно ввести радіус-вектор 
→
R , проведений від центру координат до 

джерела випромінювання, тоді вектор швидкості джерела, за визначенням dtdR
→→

=υ , і якщо 

радіус-вектор представити як добуток його модуля на власний орт, тобто 
→→
⋅= ReRR , то отри-

маємо 

dt

ed
Re

dt

dR
eR

dt

d R
RR

→
→→→

⋅+⋅=







⋅=υ . (1) 

Перший доданок визначає швидкість деформації радіус-вектора, а в нашому випадку — 

зміни відстані між випромінювачем і приймачем. Друге ж містить похідну від орта за часом, а 

так як орт (одиничний вектор) за визначенням не деформується, то його похідна за часом може 

бути обумовлена тільки обертанням і так як 
→

Re збігається за напрямком з радіус-вектором 
→
R , 

то другий доданок визначає швидкість зміни орієнтації приймача на випромінювач. Перший 

доданок зазвичай називають радіальною компонентою швидкості, а другий — кутовою або тан-

генціальною, тобто 
→→→

+= τυυυ R , причому 
→→

⊥ Rυυτ  [3, 4]. 

Формулювання мети дослідження 
Метою даної роботи є отримання виразу допплерівського зсуву частоти за допомогою 

принципу збереження обсягу імпульсної послідовності в системах відліку (РЛС — об'єкт) для 

поздовжнього і поперечного ЕД, встановлення взаємозв'язку обох типів ЕД в геометричній ін-
терпретації. 

Виклад основного матеріалу 
Розглянемо спочатку поздовжній ЕД, тобто ситуацію, коли вектор швидкості джерела 

випромінювання (об'єкта) щодо спостерігача (приймач) збігається з прямою, що проходить че-

рез об'єкт і приймач. Припустимо, що об'єкт налітає на приймач з деякою швидкістю Оυ  щодо 

приймача випромінюючи короткі δ -видні імпульси з частотою проходження fI в системі відлі-

ку (СВ) самого об'єкта. Будемо, також, виходити з того, що швидкість поширення цих імпуль-
сів залежить тільки від виду збурення (пружна, електромагнітна) і відповідних властивостей 

середовища в якій дане імпульсна збурення поширюється [5, 6]. Оскільки в РЛС використову-

ються електромагнітні імпульси, то слід врахувати, що cО <<υ , де 
8103 ⋅≈c м/с — швидкість 

поширення електромагнітного збурення в вакуумі (повітря). Тоді, для деякого моменту часу, 

що характеризується відстанню R від випромінювача до приймача, утворюється ланцюжок ім-

пульсних збурень, що рухаються один за одним з інтервалом l, як показано на рис. 1. 
 

 

 
 

 

 

 
Рис. 1. Ілюстрація до поздовжнього ЕД 

 

Очевидно, що якби об'єкт був нерухомий щодо приймача, то величина інтервалу між 

імпульсами становила б OO Tcl ⋅= , де с — швидкість імпульсів, а ТО — період випромінюван-

ня імпульсів в СВ об'єкта. Якщо ж об'єкт рухається, то відповідно до припущень цей інтервал 

скоротитися на величину OO Tl ⋅=υ∆ , так що ( )OO cTl υ−= . Саме ця величина буде реєстру-

ватися спостерігачем, який має право подати її у вигляді ПРTcl ⋅= , де ТПР — період прохо-

дження прийнятих імпульсів в СВ спостерігача (РЛС). Визначимо приймальну частоту 

R 

Oυ
r

 

Приймач Об'єкт 

.    .    .    .    .    .    .    .    .    . 

l 
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c

l
TПР = ,   

( )OO
ПР

cT

c

l

c
f

υ−
== . (2) 

представимо (2) у вигляді 
( )( )OO

O

O
ПР

cc

c

T

c
f

υυ
υ
+−

+
⋅=  і врахуємо, що I

O

f
T

=
1

 — частота ви-

промінювання імпульсів в СВ об'єкта. 

Тоді отримуємо 
( )

22
O

O
IПР

c

cc
ff

υ

υ

−

+⋅
⋅=  і нехтуючи 2

Oυ  в порівнянні з величиною 

( )cc O <<υ2  отримуємо 








 +⋅=
+

=
c

f
c

cc
ff O

I
O

IПР
υυ

1
2

2

, (3) 

де Д
O

I f
c

f =⋅
υ

 — допплерівське зрушення частоти для даної ситуації. Очевидно, що якщо 

описати таким чином ситуацію видалення об'єкта від приймача, то (4) придбало б вигляд 








 −⋅=
c

ff O
IПР

υ
1 , тобто ДIПР fff −= . 

Іншими словами, просторові інтервали для спостерігача (СВ РЛС) в першому випадку 

стискаються, а приймається частота імпульсів зростає, у другому навпаки — інтервали розтя-

гуються, а фіксується частота зменшується. Тобто спотворення величини випромінюваної об'є-

ктом частоти в каналі зв'язку обумовлено саме рухом об'єкта відносно спостерігача, але дане 
спотворення використовується в РЛС для визначення швидкості руху об'єкта. 

Такі ж результати можна отримати, якщо ввести своєрідний закон збереження кількості 

імпульсів. Цей закон відображає досить очевидні припущення про те, що кількість імпульсів, 
випромінюваних об'єктом за певний проміжок часу, дорівнює кількості імпульсів зареєстрова-

них приймачем за цей же проміжок. Іншими словами, імпульси що випромінюються не можуть 

накопичуватися або зникати в просторі між випромінювачем і приймачем. Тоді, для деякого 

моменту часу, ілюстрованим рис. 1. маємо IOПР NNN += , де NО — початкова кількість імпу-

льсів на відстані R в даний момент часу, NІ — кількість імпульсів, випромінених об'єктом за час 

що минув від початкового моменту до моменту зіткнення об'єкта з приймачем. Визначимо те-
пер детально NО і NІ. 

Очевидно, що 
l

R
NO = , де 

I

O

f

c
l

υ−
= , як показано раніше, тобто 

O

I
О

c

fR
N

υ−
⋅

= . 

Величина tfN II ⋅= , де If  — частота випромінювання імпульсів в СВ об'єкта, а t — 

час руху об'єкта до приймача 
O

R

υ
. Таким чином, 

O
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R
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⋅= , тоді ПРN  має дорівнювати ве-

личині 
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. 

Для нерухомого спостерігача (РЛС) кількість прийнятих імпульсів за цей проміжок часу 

O
ПРПРПР

R
ftfN

υ
⋅=⋅= , тоді закон збереження кількості випромінюваних і прийнятих імпу-

льсів отримає вигляд 
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Перетворимо (4) таким чином: 
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О
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1 , а другий доданок в дужках — 
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− 2222
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В результаті отримали 






 +⋅=
c

ff O
IПР

υ
1 , тобто за умови cO <<υ , що завжди задово-

льняється при функціонуванні РЛС, опис поздовжнього ЕД можливий в формі (3) з обліку зна-

ків fД. 

Крім того, оскільки в активних РЛС використовується власне випромінювання, то доп-

плерівське зміщення частоти сигналу подвоюється, тобто маємо величину 
c

f O
I
υ
⋅2 . В цьому 

випадку ЕД проявляється двічі — для сигналу падаючого на об'єкт і відбитого від об'єкта. 

Принцип збереження кількості випущених об'єктом і прийнятим нерухомим спостеріга-

чем (РЛС) імпульсів виявляється досить універсальним. Причому, якщо розглядати пакет імпу-
льсів з деяким об'ємом N, то величина N повинна зберігатися в рухомій СВ, і в СВ з нерухомою 

РЛС. У свою чергу, величина N характеризується часом реєстрації і просторовим розміром, які 

самі по собі не зберігаються при переході з однієї СВ в іншу. Так, наприклад, довжина пакета 

імпульсів реєстрованого РЛС для об'єкта що наближається 
( )

c

cl
NlNL OO

.ПР.П
υ−

⋅=⋅= , де  

lO — відстань між сусідніми імпульсами в СВ об'єкта. Для об'єкта що віддаляється 

( )
c

cl
NL OO

.BIД.П
υ+

⋅= . 

Для пакета в СВ об'єкта O.О.П lNL ⋅= . Тоді обсяг пакета N, який є інваріантом, можна 

висловити так 

( ) ( ) O
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+

⋅
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−

⋅
=

υυ
.                                                  (5) 

Розглянемо тепер особливу точку на траєкторії об'єкта, що пролітає над РЛС, якій від-

повідає прямий кут між напрямком (радіус-вектором «РЛС — об'єкт») і вектором швидкості 
об'єкта. Очевидно, що в даній точці поздовжній ЕД зникає, а при переході через цю точку на-

ближення змінюється видаленням або навпаки (зміна знака перед Оυ  в (5)). Від впливу знака 

легко позбутися ввівши середнє геометричне від .ПР.ПL  і .BIД.ПL  : .BIД.П.ПР.П.СР.П LLL ⋅= . 

Тоді ( ) 2
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, звідки відразу отримуємо 
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c

LL O
.О.П.СР.П

υ
−⋅=  — 

перетворення Лоренца для довжин відрізків, а в даному випадку вираз для поперечного ЕД, яке 
проявляється у зазначеній особливій точці в чистому вигляді, без поздовжньої компоненти 

ЕД — в цій точці об'єкт не наближається в РЛС і не віддаляється від неї. Такий же результат 

отримано в [7] для часових інтервалів і частоти. Іншими словами, виходить, що поперечний ЕД 

можна інтерпретувати як геометричне середнє від поздовжнього ЕД для наближення і видален-
ня, а принцип збереження кількості імпульсів можна використовувати замість вимоги інваріан-

тності просторово-часового континууму. 

У свою чергу, поняття геометричного середнього відображає наступні властивості пря-
мокутного трикутника — будь-який з катетів трикутника є геометричним середнім від суми і 

різниці довжини гіпотенузи й іншого катета. У нашому випадку, для поперечного ЕД роль та-

кого трикутника грає трикутник швидкостей з катетами Rc , Oυυτ =  і гіпотенузою c, тобто 

співвідношення 222
ORcc υ+=  можна записати відразу, без використання поняття уявної подов-

женої траєкторії. Фізично це означає, що для хвиль поперечного типу поперечний ЕД виникає в 
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результаті деякого повороту хвильового вектора відносного напрямку «об'єкт — РЛС» і відпо-
відного повороту через фазової поверхні хвилі (для нерухомого спостерігача). При цьому шви-

дкість хвилі в радіальному напрямку від об'єкта до РЛС Rc  виявляється менше c, тобто 

2

2

1
c

cc O
R

υ
−⋅= . Зауважимо, що для хвиль поздовжнього типу поперечний ЕД відсутній. 

Всі отримані вище результати, які використовують уявлення про імпульсних послідовно-

стях справедливі для сигналів будь-якої форми, в тому числі гармонійних, причому, вираз для 
поздовжнього ЕД в цьому випадку виходить максимально просто і не вимагає ніяких припущень. 

Для цього досить використовувати рівняння, наприклад, плоскої хвилі 

( ) ( )xktcosAt,xa I ⋅−⋅⋅= ω , де х — відстань від джерела випромінювання (об'єкта) до спостеріга-

ча (РЛС), k — хвильове число Iλπ2 . Тоді похідна від фази по часу дає частоту прийнятих коли-

вань і якщо джерело рухається, наприклад, наближається до спостерігача, то 
dt

dx
kIПР +=ωω  — 

відстань х скорочується, тобто 0<
dt

dx
. З огляду на те що O

dt

dx
υ= , одержуємо 
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Висновки 
1. Показано, що вирази для поздовжнього і поперечного ефекту Допплера можна отри-

мати використовуючи принцип збереження обсягу імпульсної послідовності в різних системах 

відліку (об'єкт — радіолокаційна станція). 
2. Отримано перетворення Лоренца, як геометричне середнє для наближення та відда-

лення об’єкта від РЛС, а також отримана геометрична інтерпретація взаємозв'язку поперечного 

та поздовжнього ефекту Допплера. 
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PULSE INTERPRETATION OF DOPPLER EFFECTS ON RADAR 
Ryazantsev O., Kulik M., S'yanov O. 
 

The work has solved an urgent scientific problem, which consists in the development of a ma-
thematical model of Doppler effect with use of the principle of preservation of volume of pulse se-

quence in various reference systems "object – radar station". The Lorentz transformation is obtained as 

a geometric mean for approaching and moving the object away from the radar station, and a geometric 
interpretation of the relationship between the transverse and longitudinal Doppler effects is obtained. 

The proposed method allows to determine not only the radial but also the total speed of objects rela-

tive to the radar station. 

The main results of the work can be obtained by introducing a kind of law of conservation of 
the number of pulses. This law reflects a fairly obvious assumption that the number of pulses emitted 

by the object for a certain period of time is equal to the number of pulses registered by the receiver for 

the same period. In other words, the emitted pulses cannot accumulate or disappear in the space be-
tween the emitter and the receiver. 

The principle of preserving the number of pulses emitted by the object and received by a sta-

tionary observer (for example, a radar station) is quite universal. Thus, in turn, the concept of geome-

tric mean reflects the following properties of a right triangle – any of the legs of the triangle is the 
geometric mean of the sum and difference of the lengths of the hypotenuse and the other leg. Physical-

ly, this means that for waves of the transverse type, the transverse ED occurs as a result of some rota-

tion of the wave vector of the relative direction "object – radar" and the corresponding rotation 
through the phase surface of the wave (for a stationary observer). 
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KINETIC SIMULATION OF ROD ROLLING IN A WIRE BLOCK 

 
Rolling of round billet in the system of calibers "oval-round" in wire blocks is the main me-

thod of modern production of wire rod. However, due to the lack of much experimental data in the 

corresponding development of the theory of high-speed rolling, simulation is relevant. To build a ki-
netic model of the high-speed rolling process, the calculation algorithms are taken into account the 

longitudinal stability of the process. The adequacy of the model is assessed by the results of the calcu-

lation of the calibration of the rolls for the stands of the wire block when rolling the wire rod with a 

diameter of 5.5 mm, which correspond to the proprietary materials of the design documentation. 
Keywords: high-speed rolling; kinetic model of wire rod rolling; longitudinal stability of roll-

ing; calibration of rolls. 

 
Прокатка круглої заготовки в системі калібрів «овал-круг» у дротяних блоках є основ-

ним методом сучасного виробництва катанки. Однак у зв’язку з відсутністю багатьох експе-

риментальних даних при відповідному розвитку теорії високошвидкісного прокатування акту-

альне імітаційне моделювання. Для побудови кінетичної моделі процесу високошвидкісного 
прокатування до алгоритмів розрахунків додається врахування поздовжньої сталості проце-

су. Адекватність моделі оцінюється за результатами розрахунку калібровкі валків для клітей 

дротяного блоку при прокатуванні катанки діаметром 5,5 мм, які відповідають фірмовим 
проектним матеріалам.  

Ключові слова: високошвидкісне прокатування; кінетична модель прокатування ката-

нки; поздовжня сталість прокатки; калібровка валків. 
 

Problem’s Formulation 

In modern wire rod manufacturing with the use of wire blocks, it is important to avoid an un-

stable process, which is expressed in slips of workpiece in the rolls, leads to equipment failures and 
reduced productivity of the technological process. When improving the technological process, system 

analysis involves the study of material flows from the source material to the final product. Analysis of 

the production of small-grade rolled metal allows us to present the process of forming and transporta-
tion of metal as a set of operations to which the material of the initial workpiece in the process of its 

transformation into marketable products. We obtain a scheme in the form of a linear flow process for 

technological specialization of both its stages and individual operations. By stages, the technological 
process of production the products is one-line. Moreover, in the analysis of the operative process dur-

ing the steps also has a pronounced single-line flow character. However, even for such a simple 

scheme in the design and control should use a scientific approach based on mathematical modeling 

and simulation. 

Analysis of recent research and publications 

According to the tasks of rolling production technology, plastic deformations of the processed 

material are first subject to modeling. Known methods for calculating the modes of reduction and cali-
bration of rolls in the rolling of profile products, including the production of wire rod, set out in the 

fundamental works [2—5]. In modern rolling mills during the production of round profiles use a sys-

tem of oval-round gauges [2, 3, 6, 7]. This system allows for a smooth transition from one cross-

sectional shape to another in the rolling. When calculating the modes of reduction and calibration the 
rolls of the wire block, fundamental difficulties are caused by the exact determination of the ratio be-

tween longitudinal and transverse deformation, as well as the choice of the friction coefficient, espe-
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cially in high-speed stands, since experimental and calculated analytical data in the literature are ab-
sent. The systems approach focuses on the simulation of high-speed working processes, taking into 

account their various aspects.  

Formulation of the study purpose 
First of all, the aim of this work is to develop a kinetic model of wire rod rolling in a wire 

block, which, along with the law of constancy of seconds volumes (process kinematics), would take 

into account the equilibrium conditions of metal in the rolls with the presence of forward and rear ten-
sion rolling on all stands of the wire block (dynamics of process). 

Presenting main material 
Modern mathematical models in rolling production can be divided into three classes. The first 

includes descriptive models: regression and other empirically established quantitative dependencies 
that do not claim to reveal the mechanism of the process being analyzed. They are usually used to 

describe separated dependencies and are included as fragments in simulation models. These include 

most of the calculation formulas for determining the extension. 
The second – qualitative models, which are built to determine the dynamic mechanism of the 

studied process, are able to reproduce the dynamic effects observed in the behavior of systems, such as 

changes in stress in the deformation center. To do this, you can use the solution of the boundary value 

problem with the equation of T. Karman or energy methods. Usually these models are subjected to 
quantitative research using analytical and computer methods. 

The third class – simulation models of specific technological systems that take into account all 

available information about the object of production. The purpose of building such models is a de-
tailed prediction of the behavior of complex systems or solving the optimization problem of their op-

eration. Calculations of longitudinal stability in rolling the profiles should be included in the methods 

of technological calculations. 
The kinetic model is applicable to the analysis of the rolling process the wire rod with a di-

ameter of 5.5 mm in the wire block of the mill 400/200 of PJSC "DMC". Taking into account the 

thermal expansion and half the minus tolerance in terms of the corresponding strip, the final transverse 

dimensions of the strip after rolling in the tenth stand will be h1 (10) × b1 (10) = 4.87 × 4.87 mm. Let us set 
the lead value S(10) = 0.05. Taking into account the real linear speed of the rolls vв(10) = 98 m/s, we 

determine the speed of the wire rod exit from the last stand 

v1 (10) = (1+ S (10)) vв (10) = 1.05 · 98 = 102.9 m/s. 
As a result, the second volume of metal will be 

Vsec = 4.87 · 4.87 · 102.9 = 2440.5 mm
2
 · m/s. 

Further, proceeding from the law of constancy of second volumes, we determine the kinematic 
value of the angle of the neutral section 

( ) 1010
10

10
p

S h

R
γ

⋅
= , 

where R10 is the rolling radius the rolls in stand 10. 
  After substitution of values (R10 = 104, 36 mm) 

10
0,05 4,87

0,048
104,36

pγ
⋅

= = . 

We numerically solve the differential equation of T. Karman [8] with the known parameters 
R10, hy, fy (fy = 0.26 is the friction coefficient obtained from the conditions of longitudinal stability of 

the strip in rolls [9]) taking into account the front and rear tensions. 

Assume 

010 110
010 110

10 10

0.05 ; 0.0
2 2cp cp

q q
k k

σ σ
= = = = , 

where 110q  and 010q   are front and rear tensions in 10 stand, 102 cpk  is the average deformation re-

sistance. 
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With the specified parameters, we find such an angle of rolling 10yα , at which the angle 10γ , 

obtained from the equilibrium conditions by the results of solving the Karman equation, would be 

equal to the neutral angle 10pγ . The solution results in the form of graphs are shown in Fig. 1 for the 

case of 10yα = 0.145 at absolute reduction 10h∆  = 2.2 mm. Then the initial thickness 0 10h = 7.07 

mm. To determine the initial width of the profile in the tenth pass 0 10b , it is necessary to determine the 

final dimensions of the roll in the 8th pass. To do this, asking ourselves 8 0.05S = , we will find the 

final speed of the strip in this pass. 

Taking into account that 8 63.21Bv =  m / s, we have 

18 1.05 63.21 66.37v = ⋅ =  m/s. 

Then 

sec
18 18

18

2440.8
6.06

66.37

V
h b

v
= = = = mm. 

Hence it follows that 09 09 6.06h b= =  mm. Determine the kinematic and geometric parame-

ters in the 9th pass. As before, we set advancing 8 0,06S = and take into account value 8 79.6Bv =  

m/s. We find 19 1.06 79.6 84.38v = ⋅ =  m/s. 

Considering that 19 010 7.07b h= =  mm, we find the final metal thickness in the ninth pass: 

sec
19

19 19

2440.8
4.09

7.07 84.38

V
h

v b
= = =

⋅ ⋅
mm. 

9 6.06 4.09 1.97h∆ = − = mm; 9
1.97

0.137
104.7

yα = = ; 9 104.6R = mm. 

Let us determine 9
0.06 4.09

0.0483
104.7

pγ
⋅

= = , for 09 0,06q =  and 19 0,055q =  by the indi-

cated calibration parameters 99 pγγ = , i.e. the equilibrium conditions of the metal in the ninth stand 

are consistent with the law of constancy of second volumes. In this case, the broadening of the metal 

in this passage is equal to 9 7.07 6.06 1.01b∆ = − = mm. 

Considering that 010 19 4.09b h= =  mm, we get the broadening of the roll in the tenth pass 

10 4.87 4.09 0.78b∆ = − =  mm. According to the results of calculations, the deformation modes and 

kinematic parameters in stands 9 and 10 are determined. 
We continue calculating the parameters in the eighth stand. Find the neutral angle     

8
0.05 6.06

0.054
103.88

pγ
⋅

= = . 

Numerical solution of the differential equation of equilibrium at 18 6.06h =  mm; 0.26yf = ; 

8 103.88R = mm; 18 0,06q =  and 19 0,055q = ; 8 0.191α =  gives 8 8 0.054pγ γ= = . Next, we deter-

mine 2
8 103.88 0.191 3.8h∆ = ⋅ = mm and 08 6.06 3.8 9.86h = + = mm. The value 0 8b  is calculated in 

the same way as for stand 10. The final dimensions of the roll in the sixth stand are preliminarily de-

termined, which corresponds to the initial dimensions 0 7h  and 0 7b . We use 17 08b h= = 9.86 mm. 

Then, acting in the same way as in the 9th passage, we find 1 7h , 7h∆ , 7yα  and 7b∆ . Geometric and 

kinematic parameters for rolling in 4, 5 and 6 stands are calculated by the same way. Further, in ac-

cordance with the algorithm, calculations continue until the first pass. For the convenience of analysis, 

the data and results of calculations of technological parameters during rolling the corresponding strip 
are summarized in tabl. 1.  
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Fig. 1. Distribution of the stresses and current longitudinal force in the deformation zone of 

the tenth stand  
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Table 1. Geometric, kinematic and force parameters of rolling the corresponding strip 
 

NR h0 h1 ∆h b0 b1 ∆b Rk q0 

1 15.33 8.99 6.34 15.33 18.9 3.57 102.6 0 

2 18.9 11.9 7.03 8.99 11.9 2.88 101.7 0.06 

3 11.87 6.9 4.97 11.87 16.7 4.83 103.3 0.07 

4 16.65 9.58 6.96 6.9 9.58 2.68 103.3 0.05 

5 9.58 5.6 3.98 9.58 13.0 3.42 104.0 0.06 

6 12.99 7.62 5.37 5.6 7.62 2.02 103.3 0.05 

7 7.62 4.59 3.03 7.62 9.86 2.24 104.4 0.06 

8 9.86 6.06 3.8 4.59 6.06 1.47 103.9 0.06 

9 6.06 4.09 1.97 6.06 7.07 1.01 104.7 0.06 

10 7.07 4.87 2.2 4.09 4.87 0.78 104.4 0.05 

 

            Table 1 continuation 
 

NR q1 α vr v1 S γp Q*cp np 

1 0.06 0.249 13.68 14.36 0.05 0.068 -0.0145 

2 0.07 0.263 16.82 17.32 0.03 0.061 -0.0036 

3 0.05 0.219 20.37 21.29 0.05 0.057 -0.0096 

4 0.06 0.26 25.08 26.08 0.04 0.061 -0.0065 

5 0.05 0.196 31.63 33.53 0.05 0.057 -0.0127 

6 0.06 0.228 40.02 42.02 0.05 0.061 -0.0106 

7 0.06 0.17 49.87 53.36 0.07 0.055 -0.0138 

8 0.06 0.193 63.25 66.37 0.05 0.059 -0.0124 

9 0.05 0.136 79.6 84.39 0.06 0.048 -0.0127 

10 0 0.145 98.0 102.9 0.05 0.048 -0.0139 

 
Taking into account that the condition γ = 0 does not always accurately reflect the limiting 

conditions of rolling [10, 11], the paper analyzes the internal longitudinal forces in the deformation 

zones of all stands of the block. To characterize these current forces, their average resultant cp npQ
∗  

[8, 9, 12] is used. If this force is directed opposite to the direction of movement the metal (is negative), 

then the process is carried out steadily without signs of slipping. When 0cp npQ
∗

> , the rolling process 

is impossible. Table 1 shows the calculated values of the force cp npQ
∗  and shows that under the given 

conditions of friction, the values of the angles of capture, specific tensions, as well as with the ob-

tained dimensions h0i; b0i; h1i; b1i the process of metal deformation along the mill line should be per-
formed steadily without complications.  

At the same time, it should be noted that in the first four passes the longitudinal stability of the 

rolling piece is somewhat worse than in the other stands of the block. The minimum modulus value of 
the dimensionless force Q*cp np is observed in the deformation zone of the second stand. Obviously, 

this is due to a significant angle of capture, as well as a significant rear specific tension of the rolling 

specimen. 
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According to the conditions for recalculating the dimensions of the corresponding strip and the 
real rolling specimen [13], the dimensions of the profile were determined when rolling in each stand of 

the block and roll grooves in the round-oval-round scheme, which are presenting in tabl. 2. 

 
Table 2. Transverse dimensions of the specimens in a wire block 

 

Stand’s 

number 

Corresponding strip Real profile dimensions 

F0 F1 h0/b0 h1/b1 h0 b0 h1 b1 

1 235 170 1 0.476 17.3 17.3 9.24 19.41 

2 170 140.9 2.025 1 19.41 9.24 13.4 13.4 

3 140.9 115 1 0.478 13.4 13.4 7.75 18.9 

4 115 91.78 2.091 1 18.9 7.75 10.81 10.81 

5 91.78 72.74 1 0.431 10.81 10.81 6.32 14.66 

6 72.74 58.06 2.32 1 14.66 6.32 8.6 8.6 

7 58.06 45.26 1 0.466 8.6 8.6 4.88 10.47 

8 45.26 36.72 2.148 1 10.47 4.88 6.84 6.84 

9 36.72 28.92 1 0.579 6.84 6.84 4.62 7.98 

10 28.92 23.717 1.729 1 7.98 4.62 5.5 5.5 

 

Comparing the results of the calculations performed with the data from the calibration table 

for the rolls of the wire block when rolling wire rod with a diameter of 5.5 mm, drawn up in accor-
dance with the proprietary design documentation, we can conclude that they do not differ significantly 

and complement each other. 

Conclusions 
A kinetic model has been developed for rolling wire rod in the stands of a wire block by the 

gauges’ system the oval-round, taking into account the law of constancy the seconds volumes, the 

equilibrium of specimen in rolls in the presence of tension in the metal, as well as the fulfillment of the 

condition for the longitudinal stability of the process. Using this model, the calculation of the calibra-
tion of the wire block the 400/200 mill for rolling wire rod with a diameter of 5.5 mm was carried out, 

the results obtained correspond to the proprietary materials of the design documentation. 

 

References 

 
[1] Gorbanev, A.A., Zhuchkov, S.M., & Filippov, V.V. et al. (2003). Teoreticheskie i tekhlogicheskie 

osnovy vysokoskorostnoj prokatki katanki [Theoretical and technological foundations of high-

speed rolling of wire rod]. Mn.: Vyshcha shkola [in Belarus] 
[2] Bakhtinov, B.P., Shternov, М.М. (1953). Каlibrovka prokatnykh vaikov [Roll calibration]. М.: 

Меtаllurgizdat [in USSR]  

[3] Chеkmаrеv, A.P., Мut'еv, М.S., & Маshkоvtsеv, R.А. (1971). Каlibrovka prokatnykh vaikov 
[Roll calibration] М.: Меtаllurgiya [in USSR] 

[4] Smirnоv, V.К., Shylоv V.А., & Inаtоvich U.V. (1987). Каlibrovka prokatnykh vaikov [Roll cali-

bration] М.: Меtаllurgiya [in USSR]  
[5] Litоvchеnkо N.V. (1990). Каlibrovka profilei i prokatnykh vaikov [Сalibration of profiles and 

rolls] М.: Меtаllurgiya [in USSR]  

[6] Мinkin А.V. (1989). Rаschеt sistеm vytyazhnykh kаlibrоv. [Сalculation of drawing systems] М.: 

Меtаllurgiya [in USSR]  
[7] Nikоlаev, V.А., Bоskhаmdzhyеv, N.Sh., & Pоlukhin V.P. (2010). Pаrаmеtry dеfоrmatsii mеtаllа 

v vаlkаkh i v prоstykh kаlibrаkh. [Parameters of metal deformation in rolls and in simple cali-

bers] К.: Оsvіtа Ukrаiny. [in Ukrainian] 



Розділ 2. Моделювання та оптимізація в технології конструкційних матеріалів                                   69 

 

[8] Maksimenko, O.P., Izmаylоvа, M.K., lоbоykо, D.I. (2016) Prоdоl'nаya ustоychivоst' pоlоsy v 
vаlkаh s аnаlizоm kоntаktnyh uslоvyy [Longitudinal stability of the strip in rolls with the analysis 

of contact conditions]. Dnеprоdzеrzhynsk: DDТU. [in Ukrainian] 

[9] Маksimеnkо, О.P., Nіkulіn, O.V., Sаmоhvаl, V.M., Lоbоykо.,D.I. (2021) Sistеmnyy pidhіd, 
mеtоdy dоslіdzhеn' prоtsеsіv prоkаtuvаnnya z аnаlіzоm pоzdоvzhn'оyi stаlоstі: nаvch. pоsіb. 

[Systematic approach, methods of research of rolling processes with the analysis of longitudinal 

constancy: textbook]. Каm’yans'kе: DDТU (p.347). [in Ukrainian] 
[10] Grуdеv, А.P. (1998) Zаhvаtyvаyushchаya spоsоbnоst' prоkаtnyh vаlkоv [Gripping ability of roll-

ing rolls] М.: "SP Intеrmеt Inzhiniring" (p. 283). [in Ukrainian] 

[11] Chеkmаrеv, A.P., Prоkоf'еv, V. I., Gаlitskiy, V.P. i dr. (1967) Ekspеrimеntаl'nое isslеdоvаniе 

mаksimаl'nyh uglоv zаhvаtа pri ustаnоvivshеmsya prоtsеssе prоkаtki [Experimental study of 
maximum gripping angles in a steady rolling process]. Оbrаbоtkа mеtаllоv dаvlеniеm: Nаuch. 

trudy, DМеtI. М. : Меtаllurgiya, (Vyp. LII), (pp. 79–88). [in USSR] 

[12] Maksimenko, O.P., Rоmаnyuk, R.Y. (2009). Isslеdоvаniе srednei rezyl'tiruiushchei 
gorizontal'ny'kh sil v ochage deformatsii [Study of the average resulting horizontal forces in the 

deformation zone] Izvestiia vyzov. Chernaya metaiiyrgiya, (pp.10, 22–24). [in Ukrainian]  

[13] Smirnov V.S. (1967) Теоriya prоkаtki [Rolling theory] M.: Izd-vо Khаrkоvskogо univеrsitеtа (p. 

460) [in USSR]  
[14] Maksimenko, O.P., & Kuz’min, E.V. (2017). Samoregulirovanie processa s uchetom vnutrenih 

prodol’nyh sil pri prokatke v provolochnom bloke [Selfregulation of the process taking into 

account internal longitudinal forces during rolling in a wire block]. Metallurgicheskaya i gorno-
rudnaya promyshlennost’ – Metallurgical and Mining Industry, 6, 16–21 [in Ukrainian] 

 

 

 

 
КІНЕТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ПРОКАТУВАННЯ КАТАНКИ  

У ДРОТОВОМУ БЛОЦІ 

Максименко О.П., Нікулін О.В., Самохвал В.М., Приймак А.Б. 

 

Реферат  

Високошвидкісна прокатка є основним способом виготовлення катанки на сучасних ме-
талургійних підприємствах. По стадіях процес виробництва дрібносортного прокату є однолі-

нійним. Однак і для такої технологічної схеми при проектуванні та для керування треба корис-

туватися науковим підходом на основі математичного моделювання. Системний підхід орієнтує 
на імітаційне моделювання високошвидкісних процесів обробки, враховуючі їх різні аспекти. 

Прокатка круглої заготовки в системі калібрів «овал-круг» у дротяних блоках найбільш поши-

рена у виробництві катанки. Однак у зв’язку з відсутністю багатьох експериментальних даних 
при відповідному розвитку теорії високошвидкісного прокатування актуальне математичне 

моделювання. Для побудови кінетичної моделі процесу високошвидкісного прокатування до 

алгоритмів розрахунків додається врахування поздовжньої сталості процесу. Наведені розраху-

нкові значення поздовжньої результуючої сили за заданих умов тертя, значеннях кутів захвату, 
питомих натягів, а також при отриманих розмірах показують, що процес деформації металу по 

всій лінії стану має здійснюватися стійко без ускладнень. Разом про те, слід зазначити, що у 

перших чотирьох проходах поздовжня стійкість розкочування трохи гірше, ніж у інших кліти-
нах блоку. Очевидно, це пов'язано із значним кутом захоплення, а також суттєвим заднім пито-

мим натягом прокатування. Адекватність моделі оцінюється за результатами розрахунку каліб-

ровкі валків для клітей дротяного блоку при прокатуванні катанки діаметром 5,5 мм, які відпо-
відають фірмовим проектним матеріалам.  
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MODELING AND THERMODYNAMIC ANALYSIS OF REACTIONS DURING
THERMOCHEMICAL PRESSING OF POWDER INTERMETALLIC ALLOYS

The results of thermodynamic analysis of reactions that are possible during the production of
powder intermetallic alloys under the conditions of thermochemical pressing are presented. On the
basis of thermodynamic analysis of the course of reactions of formation of intermetallic alloys in the
conditions of thermochemical pressing the thermodynamic properties and equilibrium constants of all
independent reactions of formation of intermetallics in Ni-Al and Ti-Al systems and their activation
energies are obtained. It was found that intermetallic compounds in the Ti-Al system have high values
of activation energy, and therefore show the complexity of thermochemical reactions under normal
conditions. The equilibrium composition of the synthesis product in the Ti-Al system, although the tar-
get reaction product here is titanium monoaluminide г-TiAl, but the main (inevitably present) by-
product is б2-Ti3Al.

Keywords: modeling, thermodynamic analysis, intermetallics, thermochemical reaction, ther-
mochemical pressing, activation energy.

Представлено результати термодинамічного аналізу реакцій, що можливі під час оде-
ржання порошкових інтерметалідних сплавів за умов термохімічного пресування. На основі
термодинамічного аналізу перебігу реакцій утворення інтерметалідних сплавів в умовах тер-
мохімічного пресування отримані термодинамічні властивості та константи рівноваги всіх
незалежних реакцій утворення інтерметалідів у системах Ni-Al і Ti-Al та їхні енергії актива-
ції. Встановлено, що інтерметалідні сполуки в системі Ti-Al мають високі значення енергії
активації, а відтак, показують складність перебігу термохімічних реакції в звичайних умовах.
Рівноважний склад продукту синтезу у системі Ti-Al хоча і цільовим продуктом реакції тут є
моноалюмінід титану г-TiAl, але основним (неминуче присутнім) побічним продуктом є
б2-Ti3Al.

Ключові слова: моделювання,термодинамічний аналіз, інтерметаліди, термохімічні ре-
акція, термохімічне пресування, енергія активації.

Problem’s Formulation
Thermodynamic analysis, first of all determination of maximum adiabatic temperatures of

process, acquires essential value at an estimation of possibilities of reception of various inorganic
compounds, in particular aluminides, by a method of thermochemical pressing. A significant amount
of data from thermodynamic analysis of reactions of formation of carbides, borides, nitrides and other
compounds has been published. However, there is absolutely no such information about intermetallics.
This  is  due to the lack of  data  in  the reference literature on their  thermodynamic properties,  such as
heat capacity and entropy. At the same time, various empirical and semi-empirical methods for esti-
mating these values are known. Therefore, it is of undeniable interest to conduct thermodynamic anal-
ysis of intermetallic formation reactions using such methods that allow to estimate unknown quantities
with a sufficient level of accuracy.

Further progress in the creation of intermetallic alloys is possible with the use of new methods
of synthesis. One of the most promising areas in the field of obtaining new materials with a high level
of performance is the creation of composite materials based on intermetallics by high-energy and high-

mailto:seredabp@ukr.net
mailto:seredabp@ukr.net
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speed pressure treatment methods. Such technologies are the technology of thermochemical pressing.
Thermochemical pressing is a new type of technology for processing metals by pressure, in which hot
products of thermochemical synthesis, which have not yet cooled, are compacted by external forces
(pressing, extrusion, blasting) [1, 2].

Given the above, the aim of this work was to study the effect of thermodynamic properties of in-
termetallic systems on the structure and phase formation of alloys obtained by thermochemical press-
ing of powder mixtures of Ni-Al and Ti-Al systems.

Analysis of recent research and publications
The object of research is intermetallic alloys based on titanium and nickel aluminides. Thermo-

dynamic calculations were performed in a wide range of temperatures. The initial temperature for cal-
culations is the standard temperature of 298 K, and the final — the maximum melting point of inter-
metallics (~ 2000 K) [3]. For each intermetallic compound in this temperature range, the values of and
were calculated in increments of ~ 200 K. The values of the thermodynamic functions were also de-
termined at the melting point of aluminum (933 K). For some compounds, calculations were per-
formed using the programs "TERRA" and "THERMO" [4], which consists of an information fund and
contains information about the thermodynamic properties of individual substances and a set of pro-
grams that calculate the equilibrium parameters of chemically reactive systems. Calculations of en-
thalpy of formation and Gibbs energy of intermetallics in a wide temperature range were performed
using the classical Vant-Hoff isothermal equation, reference data on standard values of enthalpy of
formation of compounds, entropy, temperature series of heat capacities, and temperature and thermal
effects of phase transitions [5].

Formulation of the study purpose
The most reliable way to predict the possibility of a thermochemical reaction in any mixture is

to calculate the adiabatic combustion temperature of this mixture. This temperature must be high
enough to provide an intense heterogeneous response. It is desirable that the adiabatic combustion
temperature be higher than the melting point of at least one of the components. Therefore, consider
briefly the method and results of calculating the combustion temperature.

Presenting main material
Temperatures of thermochemical processes are usually calculated under the assumption of

adiabaticity, ie the absence of heat loss from the reaction zone, in the case of complete conversion of
reagents into final products. At the same time the equality of enthalpies of initial substances at initial
temperature oT  and final products at адT  [6] should be carried out

( ) ( )[ ] x

n

i
ioад QHTHTHå

=
==-

1
D , (1)

where адT , oT  — adiabatic and initial reaction temperatures; xQ  —  thermal effect of the reaction.
Data are summarized for all reaction products.

If one product is formed, equation (1) takes the form
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where ( )TCp  — heat capacity; Q , L  — heat of formation and melting of the product, respectively;
m  — the proportion of the liquid phase in the combustion product;
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If, плад ТТ =  then 10 << m . The fraction of the high-temperature phase for the case

плад ТТ = can be determined by the formula
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ТTcQ пл 0--=m ,                                                                (4)
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where c  — the heat capacity of the reaction products, averaged over the temperature range 0T … адT .
In the simplest case of one reaction product formed of elements

å
=

®
n

i
i ZX

1
.                                                                     (5)

Then equation (1) can be transformed by equation (2). Usually the values aдT are found from
the solution of equation (2). Using the expression for the average heat capacity and thermal effect of
the process

( )ò-
=

адT

Tад
dTTc

TT
c

0
0

1 ;                                                             (6)

LQQ ×-= m ,                                                                   (7)
can be rewritten (2) for greater clarity in the form

c
QTTад +» 0 . (8)

A number of papers have used a more general approach that considers the chemical and phase
equilibrium in multicomponent combustion products and allows to calculate not only the combustion
temperature but also the composition of products [5, 7]. For gas-free combustion of a single-phase
product, both approaches give the same result.

Therefore, to calculate the adiabatic combustion temperature, it is necessary to know the stan-
dard values of the heat of formation of compounds 298HD , temperature dependences of their heat ca-
pacity ( )TCp , heat of fusion. L .

he greatest difficulties in thermodynamic analysis arise due to the lack of study of temperature
dependences of the heat capacity of the formed compounds. The heat of formation of a significant
amount of these compounds is given in the reference literature [7, 8]. Approximate semi-empirical
methods are used to obtain the equations for determining the heat capacity and heat of fusion. There
are several methods for calculating the heat capacity of compounds, such as Neumann-Kopp, Landia
and others. The calculation of heat capacity, ie determination of the coefficients of the equation

( ) 25
2

3
1 1010 -

-
- ×+×+= TaTaaTC op , was performed by the method proposed in [90]. The values of

melting points of compounds ( )KTпл , indicators of standard entropies °
298S  and temperatures of po-

lymorphic transformations were used for calculation. Tsagareishvili and Gvelesiani equations were
used 210 -a,a,a  to calculate the coefficients [9]
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where ат
pС 298  — standard gram-atomic heat capacity; n  — the number of atoms in the compound;

q  — characteristic temperature.
For some types of crystalline compounds, in particular for intermetallics, the method of calcu-

lation 298рС known in the scientific literature using the principles of the entropy method and the
Kopp-Neumann rule is used [10]

252853 298298 ,Slg,С ат
р += .                                                      (12)
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The characteristic temperature is determined by the formula [13]
21
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where атS298  — standard gram-atomic entropy, which can be calculated by the formula of Yatsimirsky
[9]
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298 ,                                                          (14)

where å элS298  — sum of entropies of the elements that make up the compound; a  — constant,
when measured in ml/mol is approximately 1/3; VD  — the difference between the volume of 1 mole
of the compound and the sum of the atomic volumes of the components.

Melting points and polymorphic transformations are determined by the state diagram. Also,
the missing values of the entropy of intermetallics formed can be calculated by the formula of Eastman
[11]
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298 ,                                             (15)

cpA  — molecular weight of the compound relative to the atoms in it; cpV  — average atomic volume;

плT  — absolute melting point of the compound; R  — universal gas constant, which is equal to 8.31
J/(mol·K); a  — constant equal to 52.3 J/(mol·K).

Formulas (12)—(14) determine the atomic heat capacity, characteristic temperature and atom-
ic entropy for intermetallic compounds of the Ni-Al and Ti-Al systems. Using the obtained data, we
then obtained the equation to determine the heat capacity. The experimental values ( )TCp  differed
from the calculated data by no more than 5 %.

According to the obtained equations of heat capacity and reference data on the heat of forma-
tion адТ ,  the  calculation  is  performed  in  accordance  with  expression  (2).  First,  the  thermal  effect  is
calculated by the formula [12]

( ) ( )ò=
пл

о

Т

Т
pпл dTTСTHD ,                                                          (16)

and is compared with the value Q . When ( ) QTH пл >D  adiabatic temperature адТ  was lower than the
melting point of the product плТ  and its value was found from equation (2). If ( ) QTH пл <D , then

плад TТ ³ , and in this case it is necessary to consider melting of the formed product.
The heat of fusion of intermetallics is estimated by the formula [17]

пл.п.ф.п.ф ТSH ×= DD ,                                                            (17)
since it is known that the melting entropy of inorganic compounds can be estimated in the range of
5…7 cal/mol·deg (20.9… .29.3 J/mol·K). The heat capacity of the liquid product жС  was assumed to
be 8· n  cal/mol·deg, where n  — is the number of atoms in the molecule of the compound formed. The
adiabatic combustion temperatures of binary metal systems that form various intermetallic com-
pounds. Thermodynamic analysis showed that for most metal systems the adiabatic combustion tem-
perature is equal to or higher than the melting point of the final product — the intermetallic com-
pound. This condition is sufficient for the self-propagating high-temperature synthesis to take place
under normal conditions.

Therefore, thermodynamic analysis of thermochemical reactions of intermetallic formation by
the ratio of adiabatic combustion temperature and melting point of the formed product showed that the
studied reactions can be divided into two groups. The first group includes systems in which the adia-
batic combustion temperature is lower than the melting point of the compound formed ( плад TТ < ).
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First of all, it is the Ti + Al system, in which synthesis under normal conditions is unlikely. Preheating
is required to carry out the synthesis reaction. The second group includes systems for which the adia-
batic combustion temperature is equal to or exceeds the melting point of the product formed
( плад TТ ³ ).This group includes the Ni + Al system, which, as shown by the thermodynamic calcula-
tion of the maximum adiabatic temperature, is characterized by the interaction in the combustion mode
under normal conditions (Т0 = 298 K).

Thermodynamic calculations of the stability of intermetallic compounds, as well as other
chemical compounds, based on the use of the Gibbs-Helmholtz equations, as the dependence of the
change in free Gibbs energy on temperature [5]

°° ×-= TTT STHG DDD ,  (18)

where TGD  — free Gibbs energy, kJ/mol; °
THD  — enthalpy of formation, kJ/mol; °

TSD  — entropy,
J/mol·K; T — temperature, K.

In the case of the reaction of intermetallic in the Me-Al system according to the equation
yxyx AlMeAlMe =+ ,                                                        (19)

the standard enthalpy of formation and entropy of this chemical reaction is calculated as follows [5]:

åå °°° -= исхпрод HHH 29822981298 DnDnD ;                                     (20)

åå °°° -= исхпрод SSS 29822981298 DnDnD ,                                        (21)

where å °
продH 298D  — sum of standard enthalpies of formation of reaction products, kJ/mol;

å °
исхH 298D  — sum of standard enthalpies of initial substances, kJ/mol; å °

продS298D  — sum of

standard entropies of reaction products, kJ/mol; å °
исхS298D  — sum of standard entropies of initial

substances, kJ/mol; 1n  і 2n  — stoichiometric coefficients.
Next, the Gibbs energy at standard temperature is calculated for the reactions of formation of

compounds yx AlMe  according to formula (19).
Next, the Kirchhoff equation calculates the change in enthalpy and entropy of intermetallics at

the required temperature T [12]
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where pСD  — change in heat capacity depending on temperature, J/mol·K.
The next step is to calculate the change in Gibbs energy ( TGD ) of this intermetallic at temper-

ature T

TTT STHG DDD ×-= .                                                              (24)
Enthalpy calculations showed that in the temperature range 298… плТ , K the thermal effects

of these chemical reactions have values < 0 and, accordingly, the reactions occur with the release of
heat.

Analyzing the dependence of the free Gibbs energy on temperature, we can conclude that the
stability of intermetallic compounds formed in the Ti-Al and Ni-Al. systems. Each compound of the
system is characterized by a negative value of Gibbs energy. Estimation of the change in Gibbs free
energy TGD  during the formation of various aluminides with aluminum and Nickel showed that the
intermetallic phase NiAl3 . It is slightly lower ∆G in the metastable phase of Ni2Al3,  but  it  can  be
formed only after a few intermediate transformation reactions, which is thermodynamically unlikely.
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Calculations of the change in the Gibbs free energy ∆G during the formation of various alumi-
num and titanium aluminides confirmed that the TiAl3 phase has the lowest energy of stable interme-
tallics in the entire temperature range. Slightly lower ∆G in metastable phases TiAl2 and Ti2Al5, but
they can be formed only after a few intermediate transformation reactions, which is thermodynamical-
ly unlikely.

To calculate the equilibrium of chemical reactions in the studied systems, as well as to deter-
mine the equilibrium compositions of the components involved in these reactions, the equilibrium
constants of all independent reactions possible in these systems were determined. The equilibrium
constant is associated with a change in the Gibbs energy of the reaction through the relationship [3, 5]

kRTGo
T ln-=D ;                                                              (25)
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Equations (25) and (26) make it possible, knowing DG0, to calculate the equilibrium constant
and, conversely, to determine the change in the Gibbs energy of the reaction from the experimentally
found value of the equilibrium constant. The results of calculating the rate constant of the reaction rate
of formation of intermetallic compounds in Ni-Al and Ti-Al systems show that with increasing tem-
perature the value of the constant decreases, ie heat is released as a result of reactions (thermochemical
exothermic reaction Q > 0).

Based on the thermodynamic calculation, it is established that the reaction of formation of in-
termetallic compounds proceeds in the forward direction, at all possible temperatures of the process.
Large values of the equilibrium constant (for NiAl — k = 5,03·1018, TiAl — k = 2,3·1011)  show that
under standard equilibrium conditions the reaction is very shifted to the right, which means that at
298 K a stable compound of intermetallics is formed . At low temperatures, less than 933 K, the reac-
tion proceeds very intensely, as evidenced by the very high value of the reaction constant.

The activation energy of each reaction can be estimated by the formula [27]
[ ]
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We find the value of the reaction rate constant of the formation of intermetallic compounds at
temperatures Т1 = 298 K і Т2 = 1000 K. Accordingly, we obtain for the Ni-Al − 1lnk  = 16,05 і 2lnk  =
3,21; for the system Ti-Al 1lnk  = 26,89 і 2lnk  = 3,57. The values of the activation energy of the in-
termetallic alloy formation reaction obtained by thermodynamic calculation were 45.153 kJ/mol and
82.263 kJ/mol, respectively.

Therefore, based on thermodynamic analysis of intermetallic alloys formation reactions under
thermochemical pressing conditions, the equilibrium constants of all independent intermetallic forma-
tion reactions in Ni-Al and Ti-Al systems and their activation energies are obtained. It was found that
the activation energy for the reaction of titanium and aluminum with the formation of intermetallics is
82.263 kJ/mol, which is ~ 1.8 times higher than the activation energy of Ni-Al alloys. Therefore, in-
termetallic compounds in the Ti-Al system have high values of activation energy, and thus show the
complexity of the SHS reaction under normal conditions. To carry out the synthesis reaction in the Ti-
Al system requires preheating the system to a temperature of 400…600 K.

The second most important problem of thermodynamics of thermochemical processes is aimed
at calculating the equilibrium composition of synthesis products. Solving this problem allows you to
find the composition of the reaction mixture required to obtain the desired product. Such thermody-
namic analysis is especially important in complex multicomponent systems, when the composition of
combustion products is not obvious due to the presence of competitive side effects, phase transforma-
tions, dissociation. Thermodynamic calculations of the change in Gibbs free energy ∆G in the forma-
tion of various aluminum and titanium aluminides confirmed that in the entire temperature range the
lowest energy of stable intermetallics has the phase TiAl3.
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Thermodynamic calculations of the equilibrium state in the Ni-Al system have shown that in-
termetallics are always synthesized into a single-phase product of the specified stoichiometry. In the
NiAl formation system, the monophase product is NiAl Nickel monoaluminide. In the TiAl system,
the calculation showed that although the target reaction product here is titanium monoaluminide TiAl,
the main (inevitably present) by-product is the Ti3Al phase. The ratio of phase components (TiAl to
Ti3Al) is 70: 30 %, which is in good agreement with the available results of the study of structural and
phase formation of alloys obtained by thermochemical pressing of powder mixtures of Ni-Al and Ti-
Al [13—15].

Therefore, the optimal areas for obtaining certain phases, determined thermodynamically (cal-
culation), will monitor the processes of both phase formation and formation of the microstructure of
the product at all stages of the process, identify the sequence of phase and structural transformations
and mechanisms of interaction of these metals with aluminum in high temperature synthesis.

Conclusions
Thus, thermodynamic analysis of intermetallic systems and determination of adiabatic temper-

atures of formation of various compounds leads us to believe that the implementation of the process of
thermochemical pressing is not the only exception, but the rule for many refractory compounds. Al-
most every refractory intermetallic compound of metals resistant to high temperatures is formed from
elements with strong heat release, and can be obtained by thermochemical pressing. It should also be
noted that despite the short duration of the thermochemical pressing process, the obtained products are
close in composition to thermodynamic equilibrium.
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МОДЕЛЮВАННЯ І ТЕРМОДИНАМІЧНИЙ АНАЛІЗ РЕАКЦІЙ ПРИ
ТЕРМОХІМІЧНОМУ ПРЕСУВАННІ ПОРОШКІВ ІНТЕРМЕТАЛІДНИХ
СПЛАВІВ
Середа Б.П., Белоконь Ю.О., Кругляк І.В., Середа Д.Б.,  Кругляк Д.О.

Реферат
Представлено результати термодинамічного аналізу реакцій, що можливі під час одер-

жання порошкових інтерметалідних сплавів за умов термохімічного пресування. На основі
термодинамічного аналізу перебігу реакцій утворення інтерметалідних сплавів в умовах
термохімічного пресування отримані термодинамічні властивості та константи рівноваги всіх
незалежних реакцій утворення інтерметалідів у системах Ni-Al і Ti-Al та їхні енергії активації.
Встановлено, що для реакції взаємодії титану та алюмінію з утворенням інтерметалідів енергія
активації становить 82,263 кДж/моль,  що в ~ 1,8 раза вища за енергію активації Ni-Al сплавів.
Встановлено, що інтерметалідні сполуки в системі Ti-Al мають високі значення енергії
активації, а відтак, показують складність перебігу термохімічних реакції в звичайних умовах.
Аналіз рівноважного стану інтерметалідних сплавів NiAl та TiAl показав, що механізми струк-
туроутворення сплаву якісно розрізняються. На відміну від синтезу алюмініду нікелю, який
маж монофазний продукт, дифузійні процеси в TiAl відбуваються повільніше, і синтез г-фази
відбувається в процесі охолодження,  з повільним рухом межі розділу та зі слабким
тепловиділенням (повторне структуроутворення). Рівноважний склад продукту синтезу у
системі Ti-Al хоча і цільовим продуктом реакції тут є моноалюмінід титану г-TiAl, але основ-
ним (неминуче присутнім) побічним продуктом є б2-Ti3Al.

Література
[1] Sereda B., Sereda D., Belokon Y. Investigation of corrosion and oxidation of г-TiAl alloys ob-

tained in self propagating high temperature synthesis. Materials Science and Technology Confer-
ence and Exhibition. (Columbus, October 4-8, 2015). Columbus, 2015. Vol. 2. P. 1249–1255.

[2] Sereda B., Belokon Y., Belokon K., Kruglyak D., Kruglyak I., Sereda D. Thermodynamics analysis
of flowing for SHS-reactions in system Ni-Al alloys. Materials Science and Technology Conference
and Exhibition. (Portland, September 29 – October 3, 2019). Portland, 2019. P. 1395–1400.



Розділ 2. Моделювання та оптимізація в технології конструкційних матеріалів                                   79

[3] Баталин Г.И., Белобородова Е.А., Казимиров В.П. Термодинамика и строение жидких
сплавов на основе алюминия. Москва : Металлургия, 1983. 160 с.

[4] Белов Г.Б., Трусов Б.Г. Термодинамическое моделирование химически реагирующих сис-
тем [Электронная версия]. Москва : МГТУ им.  Н.  Э.  Баумана,  2013. 96 с.  Режим доступа:
http://ihed.ras.ru/~thermo/MU-Belov-Trusov.pdf

[5]  Карапетьянц М.Х. Химическая термодинамика. 3-е изд., перераб. и доп. Москва : Химия,
1975. 584 с.

[6] Belokon K., Belokon Y. The usage of heat explosion to synthesize intermetallic compounds and
alloys. Ceramic Transactions. 2018. Vol. 261. P. 109–115.

[7] Информационно-справочная система «Термические Константы Веществ» [Электронная
версия]. – Режим доступа: http://www.chem.msu.su/rus/ tkv/welcome.html. Выборка:
01.01.2016.

[8] Верятин У.Д., Маширев В.П., Рябцев Н.Г. и др. Термодинамические свойства неорганичес-
ких веществ : справочник / Под ред. А. П. Зефирова. Москва : Атомиздат, 1965. 460 с.

[9] Гелашвили Г.А., Дзнеладзе Ж.И. Термодинамический расчет реакций получения интерме-
таллида Nb3Al методом совместного восстановления окислов ниобия и алюминия гидри-
дом кальция. Порошковая металлургия. 1979. № 8. С. 13–16.

[10] Найбороденко Ю.С., Лавречук Г.В., Филатов В.М. Самораспространяющийся высокотем-
пературный синтез алюминидов. I Термодинамический анализ. Порошковая металлургия.
1982. № 12. С. 4–8.

[11] Ландия Н.А. Расчет высокотемпературных теплоемкостей твердых неорганических ве-
ществ по стандартной энтропии. Тбилиси : Изд-во АН. Груз. ССР, 1962. 222 с.

[12] Жуховицкий А.А., Шварцман Л.А. Физическая химия : учеб. для вузов. 4-е изд., перераб. и
доп. Москва : Металлургия, 1987. 688 с.

[13] Imayev V.M., Imayev R.M., Gaisin R.A., Nazarova T.I., Shagiev M.R. and Mulyukov R.R. Heat-
resistant intermetallic alloys and composites based on titanium: microstructure, mechanical prop-
erties, and possible application, Mater. Phys. Mech. 2017. No. 33, P. 80–96.

[14] Kastenhuber M., Klein T., Clemens H. and Mayer S. Tailoring microstructure and chemical com-
position of advanced г-TiAl based alloys for improved creep resistance. Intermetallics. 2018. No.
97. P. 27–33.

[15] Sereda B., Belokon Y., Sereda D., Kruglyak I. Modeling of processes for the production of
bassed TiAl and NiAl in the conditions of SHS for aerospace applications. Materials Science and
Technology Conference and Exhibition. (Portland, September 29 – October 3, 2019). Portland,
2019. P. 137–142.

http://ihed.ras.ru/~thermo/MU-Belov-Trusov.pdf
http://www.chem.msu.su/rus/%20tkv/welcome.html


80                                                                                                   Математичне моделювання № 1(46) 2022

DOI: 10.31319/2519-8106.1(46)2022.258410
УДК 631.17.001
С.С. Тищенко, д.т.н., професор кафедри вищої математики, voloskrs@i.ua
КЗО «Академічний багатопрофільний ліцей № 120» ДМР, м. Дніпро

ДОСЛІДЖЕННЯ РУХУ ҐРУНТУ ПО ПОВЕРХНІ РОБОЧОГО ОРГАНУ

Робочі органи, які працюють у щільному середовищі мають високий тяговий опір одні-
єю складовою його є переміщення ґрунту по поверхні робочого органу. Ця складова тягового
опору є дуже великою, тому дослідження такої величини є дуже важливим. У статті розгля-
дається дослідження руху ґрунту по поверхні робочого органу за допомогою сферичних інди-
катрис дотичних. Встановлено, що по розгортним поверхням ґрунт рухається впорядковано,
що знижує тяговий опір.

Ключові слова: щільне середовище, ґрунт, робочі органи, тяговий опір.

Working bodies that work in a dense environment have a high traction resistance, one of its
components is the movement of soil on the surface of the working body. This component of traction
resistance is very large, so the study of this value is very important. The article considers the study of
soil movement on the surface of the working body with the help of spherical tangent indicators. It is
established that the soil moves in an orderly manner along the deployed surfaces, which reduces the
traction resistance word.

Key words: dwelling environment, soil, working bodies, traction resistance.

Постановка проблеми
Дуже багато машин і механізмів мають робочі органи,  які працюють у щільному сере-

довищі. Найбільш розповсюдженим середовищем є ґрунт. Всі ґрунтообробні робочі органи як
то плуги, плоскорізи, культиватори мають робочі органи, які працюють у щільному середовищі
тобто у ґрунті.  Багато будівельних машин,  а саме скрепери,  екскаватори усіх типів та призна-
чень, та інші машини, мають робочі органи, які працюють у ґрунті. До цих машин можна від-
нести канавокопачі, меліоративні машини, робочі органи яких теж працюють у щільному сере-
довищі тобто ґрунті. Це викликає велику увагу до проектування поверхонь робочих органів [1,
2, 3]. В наш час розроблені узагальнені геометричні моделі поверхонь робочих органів [4, 8],
але вони потребують досліджень стосовно обтіканню середовищем робочого органу.

Процес взаємодії робочого органу з ґрунтом складається з двох фаз: руйнування ґрунту
та його переміщення по поверхні. Фаза руйнування ґрунту розглянута в літературі досить дета-
льно, а рух ґрунту по поверхні робочого органу потребує додаткового вивчення.

Аналіз останніх досліджень та публікацій
При роботі сільськогосподарських плугів на переміщення ґрунту по поверхні робочого

органу витрачається близько 25 % енергії [7], яка витрачається на обробіток ґрунту.  Теж саме
можна сказати про ковші екскаваторів, полиць бульдозерів. Тому вивчення закономірностей
руху ґрунту по поверхні ґрунтообробного робочого органу дозволить помітити шляхи знижен-
ня енергоємності обробітку ґрунту.

Після руйнування, під дією лемеша, ґрунт починає рух по поверхні робочого органу,
залишаючись з нею в контакті до тих пір, доки не зійде з неї у борозну. Залишаючись у контак-
ті з поверхнею ґрунт опише деякі траєкторії iL , які є єдиними свідками взаємодії робочого ор-
гану з ґрунтом і тому несуть всю інформацію про кінематичні та динамічні властивості повер-
хні, тобто про сили та витратах енергії, що витрачаються на переміщення ґрунту.

Одним із методів побудови траєкторій є метод рисок,  які залишає ґрунт,  що рухається
по поверхні робочого органу [9]. Використовуючи риски як дотичні можна побудувати траєк-
торію руху, задавши початкову точку на лемеші. В результаті побудови будемо мати сукуп-
ність траєкторій,  які будуть накривати поверхню.  Після чого ці траєкторії можна аналізувати
щоб визначити кінематичні та динамічні характеристику руху скиби ґрунту по поверхні робо-
чого органу.
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Формулювання мети дослідження
Метою досліджень є запровадження сферичних індикатрис дотичних до траєкторій для

вивчення кінематичних характеристик руху ґрунту по поверхні робочого органу.
Виклад основного матеріалу

Дослідження кінематичних та динамічних характеристик руху ґрунту проводились на
гвинтових полицях плужних корпусів КВС-40А (рис. 1, а) по типу корпуса «Оверум Брук»,
ККВ.01.000-01 (рис. 1, б) по типу корпуса «Квернеланд» причому всі ці полиці мали розгортну
поверхню, яка розгорталась на площину без складок та розривів. Одночасно з цими полицями
у дослідженнях приймали участь полиці гвинтового типу ККВ.01.000 (рис. 1, в), який мають
нерозгортну поверхню. Загальний вид плужних корпусів представлено на рис. 2.

Розгортні поверхні виділяються від інших лінійчатих поверхонь такими диференціаль-
но-геометричними властивостями:
         – гаусова кривина поверхні дорівнює нулю;
          – дотична площина дотикається всієї поверхні і не змінює свого положення при перемі-
щенні точки дотику вздовж твірної.

Гаусова кривина [2, 3, 4] є основною характеристикою поверхні у точці і обчислюється
формулі

1 2K k k= × ,
де 1k  и 2k  — головні кривини поверхні по двом взаємно-перпендикулярним напрямкам. Так як
у розгортної поверхні один з головних напрямків співпадає з твірною [5, 8], то гаусова кривина
буде дорівнювати нулю

1

1 1 0K
r

= × =
¥

.

Тому що радіус кривини прямолінійної твірної дорівнює нулю 2r = ¥ .
Внаслідок цієї властивості скиба ґрунту на торсовій поверхні буде випробувати дефор-

мацію простого згину. З відхиленням поверхні від торсової у скибі ґрунту будуть з’являтись
пластичні деформації, які визвано стиском та розтягуванням скиби ґрунту, причому вони бу-
дуть тим більші, чим більш поверхня буде відхилятьсь від розгортної.

Дослідження проводились при умовах: ґрунт — важко суглинистий, чорнозем, рельєф
поля — вирівняний. Середня вологість ґрунту у шарах 0—25 см склала 18,4 %, а твердість від-
повідно 1,69 МПа. Дослідження проводились на швидкостях 0 1,37V =  м/с и 0 3,06V =  м/с.

Для вивчення кінематичних та динамічних характеристик руху ґрунту знімались три
траєкторії. Потім координатним методом ці траєкторії переносились на проекції робочої пове-
рхні. В результаті мали горизонтальні та провздовжньо-вертикальні проекції руху ґрунту.

Дослідження руху ґрунту по поверхням проводилось за допомогою сферичних індикат-
рис дотичних.

При руху по поверхні полиці кожна точка скиби буде рухатись по просторовій кривій,
яку можна в загальному випадку представити таким чином

( )trrL rr
=: ,                                                                   (1)

де rr  — поточний  радіус-вектор; t  — час.
Продиференціювавши (1) по часу отримаємо такий вираз:

dsv
dt
t=

r r
,  (2)

де
dt
ds  — швидкість руху точки по дузі траєкторії; tr  — одиничний вектор, дотичний до траєк-

торії L у точці A.
Формула (2) вказує, що вектор швидкості vr  завжди має напрямок дотичної до траєкто-

рії L, а сама швидкість руху точки
dt
ds  — величина скалярна. Таким чином, напрямок одинич-

ного вектора t
r  в будь якій точці поверхні співпадає з напрямком відносної швидкості V.
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Рис. 1. Поверхні плужних корпусів,
на яких знімались траекторії: а — розгортна
поверхня гвинтового корпусу КВС-40А; б —
розгортна поверхня гвинтового корпусу
ККВ.01.000-1; в — нерозгортна поверхня
гвинтового корпусу ККВ.01.000
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Рис. 2. Загальні види корпусів, що
приймали участь у дослідженнях: а —
ККВ.01.000-01; б — КВС-40А; в — ПЛЕ-
21; г — ККВ.01.000

Визначимо у кожній точці ( )1,iA i n= , траєкторії L вектор дотичної it
r . Тоді кінець

цього вектора, точка iM , дасть на сфері одиничного радіусу криву m , яка називається сферич-
на індикатриса дотичних [1, 10]. Кожній траєкторії L на сфері одиничного радіусу буде відпо-
відати певна сферична індикатриса дотичних.

Положення точки iM  на сфері одиничного радіусу визначається кутами xza  і xya .
Знаючи ці кути можна побудувати відображення сферичної індикатриси дотичних на площину
як функцію зміни одного кута від другого, наприклад )( xyxz f aa = . По данній функції можна
судити як змінюється напрямок відносної швидкості ґрунту V вздовж кожної траєкторії.

На рис. 3 наведено відображення сферичних індикатрис дотичних траєкторій 1L , 2L ,

3L . Траєкторія 1L  розташовується ближче до верхнього обрізу полиці, а траєкторія 3L — до
нижнього обрізу полиці.
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Рис. 3. Сферичні індикатриси дотичних до траекторій на поверхнях гвинтових полиць:
а — розгортна поверхня гвинтового корпусу КВС-40А; б — розгортна поверхня гвинтового
корпусу ККВ.01.000-01; в — нерозгортна поверхня гвинтового корпусу ККВ.01.000

Як видно з рисунку криві 1, 2, 3 мають значно різний характер. У розгортних полиць
корпусів КВС-40А і ККВ.01.000-01 криві 1, 2, 3 схожі між собою, вони мають еквідистантний
характер. Це означає, що вектори V

r
, при руху по траєкторіям 1L , 2L , 3L , обертаються з одна-

ковою швидкістю. Таким чином, траєкторії 1L , 2L , 3L  подібні. Це, в свою чергу, вказує на те,
що скиба ґрунту, рухаючись по розгортній поверхні, не відчуває місцевих стиснень та розтягу-
вань, характерних для пластичних деформацій.



Розділ 2. Моделювання та оптимізація в технології конструкційних матеріалів                                   85

Рис. 4. Максимальний знос гвинтових полиць з
нерозгортною поверхнею

Іншу картину будемо бачити
при руху скиби по нерозгортній пове-
рхні корпуса ККВ.01.000 (рис. 3). У
цьому випадку криві 1, 2, 3 мають рі-
зну кривину та скрут, що приводе до
їх перетину. Різна кривина кривих 1,
2, 3 вказує, що траєкторії 1L , 2L , 3L ,
руху скиби по нерозгортній поверхні
відрізняються по кривині та скруту.
При цьому траєкторії 1L , 2L , 3L , на
поверхні полиці різні, що
приводе до місцевих стискувань (у
місцях максимального зближення
сусідніх траекторій) і розтягувань (у
місцях найбільшого розходження тра-
єкторій), на подолання яких потрібно
затратити додаткову енергію. Місця
найбільшого стискання скиби будуть
у містах перетину кривих 1, 2, 3 на
рис. 3, в.

У місцях стискання скиби
утворюються максимальні нормальні напруження які визивають найбільший знос полиці плу-
жного корпусу. На рис. 4 наведено знос гвинтових корпусів ККВ.01.000 з нерозгортною повер-
хнею. Як видно з рисунку на грудині знос максимальній — полиця зношена повністю. Це місце
відповідає перетину сферичних індикатрис дотичних відповідно до рис. 3, г.

Висновки
На основі проведених досліджень по застосування сферичних індикатрис дотичних

можна зробити наступні висновки.
1. Сферичні індикатриси дотичних дозволяють просторову картину обтікання ґрунтом

поверхні робочого органу перетворити на плоску картину на площині.
2. Застосування сферичних індикатрис дотичних до траєкторій дозволяє виявити місця

максимального нормального тиску скиби ґрунту на робочий орган.
3. Вивчення сферичних індикатрис дотичних вказує на те, що корпуси плугів з розгорт-

ними поверхнями полиць мають менший тяговий опір за рахунок впорядкованого руху скиби
ґрунту, що виключає місцеві стиснення та розтягування.

4. Наступні дослідження потрібно проводити у дослідженні розрахункових траекторій з
метою виявлення максимального зносу поверхні робочого органу.
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INVESTIGATION OF SOIL MOVEMENT ON THE SURFACE OF THE
WORKING BODY
S. Tishchenko

Abstract
Many machines and mechanisms have working bodies that work in a dense environment. The

most common environment is soil. All tillage implements such as plows, flat cutters, cultivators have
implements that work in a dense environment, ie in the soil. Many construction machines, namely
scrapers, excavators of all types and purposes, and other machines, have working bodies that work in
the ground. These machines include diggers, reclamation machines, the working bodies of which also
work in a dense environment, if soil. This causes a lot of attention to the design of the surfaces of the
working bodies.

Nowadays, generalized geometric models of working body surfaces have been developed, but
they require research on the flow around the working body.

During the operation of agricultural plows, about 25 % of energy is used to move the soil on
the surface of the working body, which is spent on tillage. The same can be said about buckets of ex-
cavators, shelves of bulldozers. Therefore, the study of the patterns of soil movement on the surface of
the tillage working body will notice ways to reduce the energy intensity of tillage.

One of the methods of constructing trajectories is the method of strokes left by the soil moving
on the surface of the working body. Using the lines as tangents, you can build a trajectory by setting
the starting point on the ploughshare. As a result of construction we will have a set of trajectories
which will cover a surface. Then these trajectories can be analyzed to the kinematic characteristics of
the movement of soil chips on the surface.

The aim of  the research is  to  introduce spherical  indicators  of  tangents  to  the trajectories  to
study the kinematic characteristics of soil movement on the surface of the working body.

Studies of soil movement on the surfaces of plow bodies have established that the spatial pic-
ture of soil flow around the working body can be turned into a flat one. Research has shown that the
soil moves in orderly on the unfolding surfaces, at the same time on the unfolded surfaces the soil
moves, forming local sources of pressure on the surface of the working body. Local pressure sources
lead to increased wear of the working bodies.

Thus, the use of spherical indicators tangent to the trajectories allows the spatial picture of soil
movement on the surface of the working body to lead to a flat and identify local places of increased
wear.

http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0378375816300623
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0378375816300623
mailto:lbrown@wharton.upenn.edu
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0378375816300623
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0378375816300623#cor000005
mailto:mlevins@purdue.edu
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0378375816300623
http://www.sciencedirect.com/science/journal/03783758
http://www.sciencedirect.com/science/journal/03783758/178/supp/C
http://dx.doi.org/10.1016/j.jspi.2016.06.005


Розділ 2. Моделювання та оптимізація в технології конструкційних матеріалів                                   87

References
[1]  Golovanov, N.N. (2002). Geometricheskoe modelirovanie: nauchnoe. izdanie [Geometric-

al design: scientific publication] Moscow: Publishing house of physical and mathematical litera-
ture [in Russia].

[2]  Kotov, I.I. (1975) Metodicheskoe posobie po nachertatelnoy geometrii "Algoritmy konstruirova-
niya karkasnykh poverkhnostey" [Methodical manual on descriptive geometry "Algorithms of
constructing of framework surfaces"]. Moscow: Publishing House Mosk. Aviation in-that [in
Russia].

[3]  Malyy, A.D., & Popudnyak Yu.Ya., &. Ulchenko T.V., Starosolskaya T.V. (2014). Kvazilineynye
graficheskie modeli prostranstva [Quasilinear graphical space mode]. Mosty ta tuneli: teorіya,
doslіdzhennya, praktika - Bridges and tunnels: theory, research, practice, 5, 51–56 [in Ukraine].

[4]  Naydysh V.M. (1980). Konstruirovanie poverkhnostey iz mnogoparametricheskikh mnozhestv
liniy i poverkhnostey [Designing surfaces from multiparameter sets of lines and surfaces] Nauch-
nye trudy Ukrainskoy selskokhozyaystvennoy akademii - Scientific works of the Ukrainian Agri-
cultural Academy, 234, 141–144 [in Ukraine].

[5]  Naydysh V.M. (1981)Konstruirovanie poverkhnostey, prokhodyashchikh cherez ikh spetsialnye
linii [Construction of surfaces passing through their special lines] Izvestie vysshikh uchebnykh za-
vedeniy: aviatsionnaya tekhnika - Izvesestie of higher educational institutions: aviation engineer-
ing, 2, 88–90 [in Russia].

[6]  Naydysh V.M. (1979) Razvertyvayushchiesya lineichatye poverhnosti zadannye liniei proc-
transtva parametrov [Expanding ruled surfaces defined by a parameter space line] Prikladnaia
geometriia i inzhenernaia grafika - Applied Geometry and Engineering Graphics, 27, 89–90 [in
Ukraine].

[7]  Tishchenko S.S. (2007) Geometricheskaya adaptatsiya poverkhnostey pochvoobrabatyvayush-
chikh rabochikh organov k vypolnyaemomu protsessu [Geometric adaptation of the surfaces of
tillage workers to the process being performed] Visnyk Kharkivskogo nacionalnogo tekhnichnogo
universytety im p. vasylenka - Вісник Харківського national technical service to the university of
the state government ім. P. Vasilenka, 59, 110–114 [in Ukraine].

[8]  Tishchenko S.S. (2005) Geometricheskaya model adaptivnoy poverkhnosti pochvoobrabaty-
vayushchego rabochego organa intsidentnoy dvum krivym [Geometric model of the adaptive sur-
face of a soil-cultivating working body incident to two curves] Sbornik nauchnyh rabot Krymsko-
go gosudarstvennogo universiteta - Collection of scientific works of the Crimean State University,
84, 242–247 [in Ukraine].

[9]  Tishchenko S.S., & Karas V.V. (2006) Konstruirovanie poverkhnosti okuchnika dlya propashnykh
kultur po absolyutnym traektoriyam dvizheniya pochvy [Designing the surface of the hoop for
row crops on absolute paths of soil movement] Visnyk Dnipropetrovskogo derzhavnogo agrouni-
versytety - Bulletin Dnipropetrovsk sovereign agroneurs, 1, 27–30 [in Ukraine].

[10] Lawrence D. Brown. A semiparametric multivariate partially linear model: A difference approach
/ Lawrence D. Brown , Michael Levine ,Lie Wang // Journal of Statistical Planning and Inference.
2016. Vol. 178. P. 99–111. doi:10.1016/j.jspi.2016.06.005

http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0378375816300623
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0378375816300623
mailto:lbrown@wharton.upenn.edu
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0378375816300623
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0378375816300623#cor000005
mailto:mlevins@purdue.edu
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0378375816300623
http://www.sciencedirect.com/science/journal/03783758
http://www.sciencedirect.com/science/journal/03783758/178/supp/C
http://dx.doi.org/10.1016/j.jspi.2016.06.005


88                                                                                                   Математичне моделювання № 1(46) 2022

DOI: 10.31319/2519-8106.1(46)2022.258415
УДК 621.74
O. Cherneta1, Ph.D., Associate Professor
B. Sereda1, Doctor of Technical Sciences, prof., Head of the Department,seredabp@ukr.net
V. Kubich2, Ph.D., Associate Professor
1DniproState Technical University, Kamyanske
2National University "Zaporizhzhya Polytechnic", Zaporozhye

USE OF COMBINED STRENGTHENING METHOD TO OBTAIN OPTIMAL
COMPOSITION OF PHYSICO-MECHANICAL CHARACTERISTICS

OF MEDIUM CARBON

The research of the combined method of restoration and strengthening of the surface layer of
the camshaft of the internal combustion engine is carried out. A comparative analysis of the physical
and mechanical characteristics of coatings after the most common hardening treatments, taking into
account structural transformations in the surface layers.

The graph of dependence of physical and mechanical characteristics of coverings at the cor-
responding technologies of hardening taking into account prime cost and expenses for optimization of
technological ways of hardening is deduced.

Key words: hardening, drilling, laser processing, microstructural analysis, combined method,
instrumental identification, technological processes of hardening.

В роботі проведені дослідження комбінованого способу відновлення і зміцнення поверх-
невого шару кулачків розподільного валу двигуна внутрішнього згорання. Зроблений порівняль-
ний аналіз фізико-механічних характеристик покриттів після найбільш поширених зміцнюючи
обробок з урахуванням структурних перетворень в поверхневих шарах.

Виведений графікзалежності фізико-механічних характеристик покриттів при відпо-
відних технологій зміцнення з урахуванням собівартості і витрат для оптимізації технологіч-
них способів зміцнення.

Ключові слова: зміцнення, борування, лазерна обробка, мікроструктурний аналіз, ком-
бінований спосіб, інструментальне ідентифікування, технологічні процеси зміцнення.

Problem’s Formulation
Modern conditions of operation and use of automotive equipment require a significant in-

crease in loads, speed and temperature of the main components, mechanisms and units while increas-
ing the reliability, durability and life of the car as a whole.

The main percentage of destruction of parts (30 %) is allocated to friction processes in the
contact pairs of mechanisms. Therefore, special attention is paid to the condition of the surface layer
of tribocontact pairs, namely hardening technologies.

The wear resistance of the surface layer, durability, reliability and service life of cars depend
on the complex of the formed properties at various technological ways of strengthening.

Analysis of recent research and publications
Over the last decades, hundreds of technologies have been introduced into the machine-

building industry in the world practice to strengthen the surface layer of parts. The main criteria for
choosing methods of hardening are high wear-resistant, physical and mechanical, operational proper-
ties of coatings and the total cost of the technological process, equipment, consumables, environmental
friendliness and safety. The mechanisms of formation of wear-resistant structures are covered in many
works of famous scientists [1—4].

The directories provide the modes of processing and the end result of the most common tech-
nological methods of processing, which is guaranteed by the sequential performance of certain opera-
tions are appropriate microstructures with specified microhardness and wear resistance on experimen-
tal steels [5—7].
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A significant breakthrough in the field of strengthening treatments was the use of high-energy
energy sources, which allowed to expand the range of modification of surface layers, significantly in-
crease the strength and wear resistance characteristics [8].

Formation of the study purpose
Based on the analysis of the use of the latest methods of hardening to develop a method of

choosing the best option for the use of wear-resistant technologies, to develop a sequence of combined
methods of surface layer modification by boriding followed by laser treatment.

Presenting main material
The disadvantage of most methods using laser treatment with different types of coatings is the

inability to control the surface roughness, structural processes, the concentration of alloying elements
in the surface layers in the laser treatment zone, the heterogeneity of the treated surface, fluctuations in
microhardness of local areas processing.

In industrial practice, quite often the processes of restoration and strengthening of the surface
layer consist of the following successive operations: restoration of the geometry and shape of the sur-
face by surfacing with electrodes; blade processing to ensure the geometric parameters of the product;
drilling of the surface with the formation of superhard structures; laser treatment for surface modifica-
tion; finishing. In fig. 1 shows a cross-sectional view of the camshaft after surfacing and hardening.

Combined method of modification by drilling and laser treatment, including pre-drilling in the
furnace in the environment of boron-containing substances and followed by pulsed laser treatment at
storage energy E = 28 kJ, Ø = 8 mm — diameter of the laser beam with a coefficient of overlap of
15 % with a pulse duration of 1×10-3—2×10-3s and a distance of 70 mm from the target (fig. 1) allows
you to get on steel 45stable layer of borides and boboboroids type carboborodi Fe (CB), Fe2 (CB).

Fig.1. Photo of the cross section of the camshaft after surfacing and hardening

The technological process is based on the task of improving the combined method of surface
modification by combining two consecutive operations — saturation of the surface layer with boron in
the furnace with the formation of high-strength phases FeB, Fe2B with microhardness Hμ50 = 16000 MPa
on steel 45 at a depth of 25 microns. The disadvantage of superhard structure is its fragility and suscepti-
bility to cracking. To eliminate these defects, a second cycle of processing using laser pre-drilled surfac-
es of the part is proposed. The needle microstructure of the surface boron layer is destroyed by laser ir-
radiation. The crystal needles of the microstructure are crushed and new quenching structures appear in
the surface layers such as Fe (CB) and Fe2 (CB) carboborides. Decreased by 20 % above the high
stresses of the crystal lattice and the microhardness Hμ50 = 14000 MPa in the surface layer.

Modes of laser processing are developed with the following parameters at: accumulation ener-
gy  E  =  28  kJ,  Ø  =  8  mm — diameter  of  laser  beam with  coefficient  of  overlap  of  processing  zones
15 %, with pulse duration 1×10-3—2×10-3 s and with distance to target 70 mm. When boriding in the
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combined method in the furnace is the saturation of the surface layer with boron to a depth of 25 mcm.
The next stage in surface modification is pulsed laser treatment of a homogeneous boron-saturated sur-
face with preservation of geometric parameters. The implementation of the combined method according
to the prototype leads to partial recrystallization of the microstructures of the borated layer. The super-
hard needle-shaped boron layer after laser treatment is transformed into smaller formations, and the
accumulation of FeB and Fe2B borides is transformed into carboborides of the Fe (CB), Fe2 (CB) type
with a 15—20 % reduction in the surface layer hardness. This proportionally increases the ductility of
the material, which has a positive effect on the overall characteristics of strength and durability.

The specified modes of boriding and laser processing provide recrystallization of surface layer
structures. Modes of combined processing are developed: drilling at a temperature of 850°C with en-
durance of 7 hours of processed details in the environment of boron-containing substances and the
subsequent  laser  processing at  energy of  accumulation E = 28 kJ,  Ø = 8 mm — diameter  of  a  laser
beam with coefficient of overlapping 1×10-3—2×10-3s and from a distance of 70 mm to the target. Fluc-
tuations in the values of energy accumulation less than E = 28 kJ leads to incomplete recrystallization
of the surface layer structures, the presence of zones without the influence of laser radiation. When
using energies greater than E = 28 kJ leads to uncontrolled melting of local areas, violation and de-
struction of the microgeometry of the surface layer, the emergence of craters and other defects of the
surface layer. When the coefficient of overlap fluctuates less than 10 %, some local areas do not fall
under the zone of laser exposure, and more than 30 % to the imbalance of components and boron layer
and uncontrolled processes of hardening and double hardening. Fig. 2 shows a schematic diagram of
the proposed combined method of strengthening the surface layer. The boron hardening process is as
follows. The prepared surface of the part 1 in a special container is loaded into an electric furnace 2 for
chemical-heat treatment (boriding). Electric heating device 3 provides temperature maintenance in the
furnace T = 850° with a holding time of 7 hours in the environment of boron-containing substances.
The second stage of the hardening process is associated with laser treatment (solid-state pulsed laser 3
GOS-1001) of the boriding layer according to the given modes at storage energy E = 28 kJ, Ø = 8 mm
— diameter  of  the laser  beam with overlap coefficient  of  15 % pulse 1×10-3—2×10-3s  and with a  dis-
tance to the target of 70 mm. After completion of the combined method of hardening, the surface of
the part is cleaned of soot and oxidation products.

For determination of vibrations of physical and mechanical properties of superficial layer (pa-
rameters of Нμ, KCU, E, σb, σт, Kп δ, ψ) of steel 45 after the different methods of strengthening (bo-
riding, boriding +of LT, laser treatment (LT), nitriding + of LT, nitriding, heat treatment) used the me-
thod of instrumental authentication by means of device of "Micron-gamma" [9, 10]. On results mea-
suring the graphic chart of vibrations of physical and mechanical properties of steel 45 (Fig. 3) after
the different methods of strengthening.

LT

Fig. 2. Scheme of implementation of the combined method of hardening – boriding + laser
treatment

2 413

B



Розділ 2. Моделювання та оптимізація в технології конструкційних матеріалів                                    91

Fig. 3. Graphic diagram of fluctuations of physical and mechanical properties of steel 45 after
different methods of hardening (boriding, boriding + LT, laser treatment (LT), nitriding + LO, nitrid-
ing, heat treatment

The method of the dynamic squeezing out is based on automatic registration of loading (P) on
an indenter and depths of his squeezing (h). Result is given as a diagram of loading, treatment of that
allows to investigate micro hardness, study the features of microstrain after kinetics of squeezing to
the indenter, to registration microcreep and to measure the resiliency of materials. Methodical bases of
determination of hardness and module of resiliency after the diagrams of squeezing are based on the
method of Oliver W.C., Pharr G. and international standard (ISO/FDIS 14577-1: 2002) accepted in
quality.

The excellent feature of device is the use of differential sensor of the small moving, principle
of work of that consists in bathymetry of squeezing to the indenter in relation to the surface of pre-
production model. authentication is by means of device of "Micron-gamma" [9, 10]. On results mea-
suring the graphic chart of vibrations of physical and mechanical properties of steel 45 (fig.3) after the
different methods of strengthening.
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Conclusions
Worked out methodology of determination of optimal methods and technologies of streng-

thening of superficial layer of details from steel 45 on the criterion indexes of efficiency. The defined
basic values of base indexes that fold Д0 are a zero level that is taken for an optimal variant forstreng-
thening of surfaces at corresponding technologies.
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ВИКОРИСТАННЯ КОМБІНОВАНОГО СПОСОБУ ЗМІЦНЕННЯ ДЛЯ
ОТРИМАННЯ ОПТИМАЛЬНОГО СКЛАДУ ФІЗИКО-МЕХАНІЧНИХ
ХАРАКТЕРИСТИК СЕРЕДНЬОВУГЛЕЦЕВИХ СТАЛЕЙ
Чернета О.Г., Середа Б.П., Кубич В.І.

Реферат
Механізми утворення зносостійких структур висвітлені в багатьох працях і широко

застосовуються у виробничих процесах машинобудівних галузях. Відпрацьовані режими обро-
бок, де гарантовано при послідовному виконанні певних операцій отримуються відповідні мік-
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роструктури з заданими показниками мікротвердості і зносостійкості на дослідних сталях. Зна-
чним проривом у сфері зміцнюючих обробок стало використання високоенергетичних джерел
енергії, що дозволило розширити спектр модифікування поверхневих шарів, значно підвищити
міцницькі і зносостійкі характеристики. У виробничий практиці доволі часто процеси віднов-
лення і зміцнення поверхневого шару складаються із наступних послідовних операцій: віднов-
лення геометрії і форми поверхні за рахунок наплавлення електродами; лезвійна обробка для
забезпечення геометричних параметрів виробу; борування поверхні з утворенням надтвердих
структур; лазерна обробка для модифікування поверхні; фінішна обробка. Комбінований спосіб
модифікації за допомогою борування і лазерної обробки, що включає попереднє борування в
печі в середовищі боровміщуючих речовин із наступною обробкою імпульсним лазером при
енергії накопичення Е=28 кДж, Ø=8 мм – діаметром лазерного пучка з коефіцієнтом перекриття
зон обробки 15 %, з тривалістю імпульсу1.10-3— 2.10-3с і з відстанню до мішені70 мм дозволяє
отримати на сталі 45 стабільний шар боридів і кабоборидів типу карбоборидами Fe(СB),
Fe2(СB). Для визначення коливань фізико-механічних властивостей поверхневого шару (пара-
метри Нμ,  KCU, E,  σв,  σт,  Kп, δ, ψ) сталі 45 після різних способів зміцнення (борування, бору-
вання + ЛО, лазерна обробка (ЛО), азотування + ЛО, азотування, термообробка) використову-
вали метод інструментального ідентифікування за допомогою приладу «Micron-gamma». За ре-
зультатами вимірів побудована графічна схема коливань фізико-механічних властивостей сталі
45після різних способів зміцнення. Розроблена методика визначення оптимальних способів і
технологій зміцнення поверхневого шару деталей із сталі 45 за критеріальними показниками
ефективності. Визначені основні значення базових показників, що складають Д — нульовий
рівень і обов’язково необхідні для зміцнених поверхонь при відповідних технологіях.
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INVESTIGATION OF NOISE POLLUTION BY MOTOR VEHICLES OF THE
PRIMAGISTRAL TERRITORIES OF KAMYANSKY

The paper conducts field observations of the intensity of traffic and determined the intensity of
traffic by type of vehicle in the morning. Noise characteristics of traffic flows were obtained, which
consist of equivalent and maximum sound levels at a distance of up to 10 meters from the axis closest
to the calculated point of the traffic lane. Experimental and calculated data were compared with the
regulatory requirements for the level of noise load on the main streets of local importance in
Kamyanske. Measures to reduce noise pollution in highways were proposed.

Key words: territory, vehicle, measurement, research, result, calculation.

У роботі проведені натурні спостереження за інтенсивністю руху автотранспорту і
визначена інтенсивність руху за видами транспортних засобів у ранковий час доби. Були
отримані шумові характеристики транспортних потоків які складаються з еквівалентних і
максимальних рівнів звуку. Експериментальні та розрахункові данні порівнювались з нормати-
вними вимогами рівня шумового навантаження на магістральних вулицях загальномісцевого
значення м. Кам’янське. Були запропоновані заходи по зменшенню шумового забруднення при-
магістральних територій.

Ключові слова: територія, транспортний засіб, вимірювання, дослідження, резуль-
тат, розрахунок.

Problem’s Formulation
The acoustic characteristics of the traffic flow are determined by the noise levels of cars.

Noise from transport depends on many factors: engine power and mode, technical condition of the
crew, the quality of the road surface, speed.

Road transport has the most adverse acoustic effect. Cars are the predominant source of in-
tense and prolonged noise, with which no other can compare. Noise generated by moving cars is part
of traffic noise. In the general case, the greatest noise is generated by trucks. At low speeds on high-
ways and high speeds of the engine shaft, the main source of noise is usually the power plant, while at
high speeds, low speeds and lower power of the power plant can be dominated by noise due to the in-
teraction of tires with the road surface.

Due to the growing number of cars, the industrialization of cities, the growth of transport mo-
bility of the population, the growth of technical equipment of the city economy, contacts between the
man-made environment of the city and the natural environment are expanding. Recently, the average
noise level from transport has increased by 12—14 dB, and the subjective volume has increased 3—4
times. On the main highways of large cities, noise levels exceed 90 dB and tend to increase annually
by 0.5 dB, which is the greatest danger to the environment in areas of busy highways.

Currently, in large cities there are areas where it exceeds 70 dB (sanitary norm for night time
— 40 dB). 60—80 % of urban noise is generated by vehicles.

Analysis of recent research and publications
In modern conditions of development of urban areas due to the growing number of cars

(which are the most common source of noise), industrialization of cities, increasing transport mobility,
increasing technical equipment of the city economy, increasing levels of noise pollution. Traffic noise
is the main acoustic pollutant in almost all modern cities, and its contribution to the total share of noise
in residential areas is 60—80 %. In the main areas, significant traffic noise is observed on average
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18—20 hours a day, sometimes around the clock. Denisov V. in his research he found that the impact
zone of the highway, depending on the intensity of traffic, meteorological and topographic conditions
of the area extends to a distance of up to three kilometers from the edge of the carriageway [1].

According to research by some governmental and non-governmental organizations (such as
the UK's Office for National Statistics), noise levels in European cities have increased 10—15 times
over the past 20 years, affecting more than 50 % of urban dwellers. [2]

Vehicle noise while driving should be considered as a set of sounds of different frequency and
intensity, which are perceived by human hearing and cause unpleasant subjective sensations, and as a
physical factor are mechanical random oscillating movements that propagate in waves in an elastic
medium. Tokar A., Mitnik Y. found that noise indicators depend on such factors as power, technical
condition and mode of operation of the engine, type and quality of road surface and speed, driver qua-
lification, features of traffic on certain sections of the road (intersections), frequency and signal
strength of vehicles, etc. [3]

Formulation of the study purpose
The purpose of the work is to study the noise pollution of the urban area of Kamyansk by

road.
Presenting main material

The sections of the city territory of Kamyansky, which are the most loaded with trucks, were
selected to assess the noise pollution by motor transport on the main territory.

Observations of traffic intensity were carried out during the day. The counting of cars, light
and medium trucks, heavy cars and buses was conducted separately. Determination of traffic intensity
was carried out according to the following formula

 , (1)

where Nh — hourly traffic intensity in transport units, bus/hour; Td — measurement duration, min.
In  generalized  form,  the  results  of  studies  of  traffic  intensity  on  sections  of  roads  in  Ka-

myansky are given in tabl. 1.

Table 1. The results of observations of traffic intensity and composition of vehicles on the
research sections of roads

Place of
measurement

Time
measurement

Traffic intensity vehicles, bus / hour

Cars Trucks Heavy
trucks Buses Total

Hrushevsky street 815 — 1010
% 53,2 38,8 6 4 100

Number of
vehicles 392 122 59 67 640

Anoshkin Avenue
(section near the
Metallurgical Col-
lege)

850 — 1120 % 63,7 11,9 11,4 13 100
Number of
vehicles 368 53 54 31 506

Jubilee Avenue 920 — 955 % 74,5 7,4 4,1 14,0 100
Number of
vehicles 792 95 59 43 989

Anoshkin Avenue
(exit from the
bridge)

1040 — 1115
% 64,5 14,1 14,8 6,6 100

Number of
vehicles 394 60 81 10 545

From the analysis of the results of observations according to table. 1 we can conclude that the
main contribution to traffic flows at the research sites is made by passenger transport on average about
77 %, light and medium loads — 11 %, heavy trucks — 9 % and buses — 3 %.
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Noise level measurements were carried out in accordance with LTO 3.3.6.037-99 during the
day directly on the side of the city's main streets, which are most congested with trucks and pass at a
distance of 30—50 m from residential high-rises.

A portable noise meter type VSHV-003-M2 with a scale range from 20 to 130 dB was used
for  the research.  The research was carried out  on sections of  asphalt  roads.  Measurements  were per-
formed at each point for 30 minutes. On the section of Hrushevskoho Street, the traffic is two-way in
one lane in each direction. On the section of Jubilee Avenue, the traffic is two-way, with two lanes in
each direction. In other research areas, traffic in two lanes in one direction. The measurement results
are given in tabl. 2.

Table 2. Levels of noise pollution in residential areas Kamyansky

Place of measurement
Traffic intensity
motor transport,

bus / year

Time
measurement Noise level, dB

Hrushevsky street 640 815 — 1010 68—79
Anoshkin Avenue
(section near the Metallurgical
College)

506 850 — 1120 61—71

Jubilee Avenue 989 920 — 955 65—78
Anoshkin Avenue
(exit from the bridge) 545 1040 — 1115 64—76

In accordance with the state building codes of Ukraine DBN B.1.1-31:2013 "Protection of ter-
ritories, buildings and structures from noise" recommended normative noise levels of the settlement
area — 55 dBA during the day and 45 dBA at night, noise levels for adjacent areas to: residential pre-
mises — 45—60 dB, public premises — 55—70 dB. For main streets of city and district impor-
tance — LAeq = 78 dBA, and LAmax = 93 dBA, respectively, DSTU-N B B.1.1-33: 2013.

As shown by the analysis of measurement results and their comparison with regulatory re-
quirements in accordance with DSTU-N B B.1.1-33: 2013, the noise level on the experimental main
streets of local significance exceeds by 2—4 dBA equivalent noise level LAeq = 78 dBA, but does not
exceed LAmax = 93 dBA.

To calculate the noise characteristic, the method described in DSTU-N B B.1.1-33: 2013 was
used.

Noise characteristics of transport flows are equivalent and maximum sound levels in dBA,
which are determined either by full-scale instrumental measurements in accordance with GOST
23337, GOST 22283, or by calculations [4, 5].

Noise characteristics of road traffic flows (including trucks, cars, buses) are equivalent LAeq
and maximum LAmax sound levels in dBA at a distance of 7.5 m from the axis closest to the calcu-
lated point of the lane.

The values of LAeq are determined by the formula
,                                          (2)

where V — the average speed of traffic flow on the race, km/h.

,                                                        (3)

where V1, N1 — respectively, the speed and intensity of passenger cars and their modifications for the
carriage of goods, as well as trucks with a maximum permissible weight of up to 3.5 tons, incl. (cars);
V2, N2 — respectively the speed and intensity of trucks and buses with a maximum permissible weight
of up to 5 tons inclusive, units/hour. (trucks); V3, N3 — respectively the speed and intensity of move-
ment of trucks and buses with a permissible maximum weight of 5 tons to 12 tons inclusive, as well as
trolleybuses, units/hour. (medium trucks); V4, N4 — respectively the speed and intensity of movement
of trucks and buses with a permissible maximum weight of more than 12 tons, units/hour (heavy
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trucks); NC — reduced (by sound energy) intensity of movement in units/hour;
, (4)

VC — reduced (relative to the speed of cars) average speed of traffic flow on the race, km/h.;
,                                              (5)

ΔL1 — amendment to the DBA, which takes into account the type of pavement of the street or road;
ΔL2 — amendment to the DBA, taking into account the longitudinal slope of the street or road.

The values of LAeq and LAmax are determined according to the number of lanes of the car-
riageway in both directions.

When located between lanes in different directions of dividing lanes, boulevards and pede-
strian alleys, the noise characteristic of the flows of motor vehicles LAeq and LAmax must be deter-
mined separately for each direction.

Full-scale measurements and acoustic calculation of the noise characteristic of the flow of
road transport should be carried out for the daytime, based on the average hourly traffic intensity Nz
during the four-hour period with the highest traffic intensity [6, 7]. It is allowed to take the consolidat-
ed traffic intensity during the day, equal to 7 % of the average daily traffic intensity. At night Nc is
taken for the noisiest hourly period.

This technique allows to determine the sound level at a distance of 7.5 m from the transport
flow with the smallest error (standard deviation 1—2 dBA). In the calculations, the average flow
speed was taken as 50 km / h, the correction for the road surface ΔL1 = 0 dBA for asphalt.

The results of calculations of the noise characteristics of the traffic flow at different research
sites were calculated by formula (2) and are given in tabl. 3.

Table 3. Noise characteristics of traffic flow in different areas

Road section Traffic
intensity,
bus / hour

Percentage of
trucks, %

Correction
ΔL1, dBA

Correction
ΔL2, dBA

Equivalent
noise level
LAeq, dBA

Hrushevsky street 640 44,8 0 1 65,00
Anoshkin Avenue
(section near the Metal-
lurgical College)

506 23,3 0 0 68,43

Jubilee Avenue 989 11,5 0 0 64,85
Anoshkin Avenue
(exit from the bridge) 545 28,9 0 1 66,12

As shown by the estimated data given in table 3, the noise characteristic of the transport flow
LAeq is 65—68 dBA at a distance of 7.5 m from the axis of the transport lane closest to the calculated
point. In comparison with the regulatory requirements, on the sections of the research roads the
permissible level is exceeded by 1—2 dBA, which is created by trucks, the percentage of which from
the total traffic flow is 14—21 %.

Conclusions
The method of determination of noise pollution from urban traffic flows is presented and the

ways to reduce or eliminate the data of harmful factors are offered.
Noise levels are expected to be reduced through the use of screens, territorial gaps, noise pro-

tection structures, zoning and zoning of sources and objects of protection, and protective landscaping
strips. Acoustic noise protection equipment is divided into sound insulation, sound absorption and si-
lencers.

Some progress in noise reduction can be achieved with the appropriate tread pattern configura-
tion and tire design. Important from the point of view of noise limitation is the structure of the asphalt
pavement itself, which reduces noise, and noise absorption is achieved mainly due to the high porosity
of such asphalt — 26 % is the volume of cavities (in conventional coatings it is about 6 %).
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ДОСЛІДЖЕННЯ ШУМОВОГО ЗАБРУДНЕННЯ АВТОТРАНСПОРТНИМИ
ЗАСОБАМИ ПРИМАГІСТРАЛЬНИХ ТЕРИТОРІЙ м. КАМ’ЯНСЬКОГО
Шматко Д.З., Сасов О.О., Авер’янов В.С., Великодний Є.І.

Реферат
Транспортний шум є основним акустичним забруднювачем практично всіх сучасних

міст, а його внесок у загальну частку шуму в житлових зонах складає 60—80 %. На примагіст-
ральних територіях значний транспортний шум в середньому спостерігається 18—20 годин на
добу, іноді цілодобово. Встановлено, що зона впливу автомобільної дороги залежно від інтен-
сивності дорожнього руху, метеорологічних та топографічних умов місцевості поширюється на
відстань до трьох кілометрів від кромки проїзної частини. Для проведення дослідження шумо-
вого забруднення примагістральних територій міста Кам’янське були попередньо проведено
натурні спостереження за інтенсивністю руху та типом автотранспортних засобів і визначено
відсоткова частина кожного з них. Спостереження за інтенсивністю руху проводились на най-
більш завантажених транспортним потоком вулицях і у години доби коли цей транспортний
потік найбільш інтенсивний.

Для досліджень шумових характеристик використовувався переносний шумомір ВШВ-
003-М2. В результаті проведених досліджень були отримані шумові характеристики транспор-
тних потоків, які складаються з еквівалентного і максимального рівнів звуку в децибелах. Були
запропоновані заходи по зменшенню шумового забруднення примагістральних територій м.
Кам’янське.

У загальному випадку методи зниження транспортного шуму були запропоновані по на-
ступних трьом напрямам: зменшення шуму в джерелі його виникнення, включаючи вилучення з
експлуатації транспортних засобів і зміну маршрутів їх руху; зниження шуму на шляху його роз-
повсюдження за допомогою застосування шумопоглинаючої здатності рослин, а також шляхом
використання екранів територіальних розривів, шумозахисних конструкцій, зонування і району-
вання джерел і об'єктів захисту, захисних смуг озеленення; застосування засобів звукового захис-
ту при сприйнятті звуку, а саме будови самого дорожнього покриття асфальту, що знижує шум,
причому поглинання шуму досягається головним чином завдяки високій пористості такого асфа-
льту — 26 % складає обсяг порожнин (у звичайних покриттях він становить близько 6 %).
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EXPERIMENTAL STUDY OF HOURLY PARAMETERS TECHNOLOGICAL ROUTES
OF MOTOR TRANSPORT WORKING IN THE QUARRY OF THE

METALLURGICAL ENTERPRISE

Timing of time parameters of technological routes of the transport-technological system of the
quarry of the metallurgical enterprise is carried out. Statistical characteristics and distribution laws
of the above parameters are determined.

Keywords: timing, distribution law, loading time, unloading time, technological downtime,
technological routes, rolling stock, load capacity.

Проведене хронометрування часових параметрів технологічних маршрутів транспор-
тно-технологічної системи кар’єру металургійного підприємства. Визначені статистичні ха-
рактеристики та закони розподілу вищезазначених параметрів.

Ключові слова: хронометраж, закон розподілу, час завантаження, час розвантажен-
ня, технологічні простої, технологічні маршрути, рухомий склад, вантажопідйомність.

Problem’s Formulation
Quarry dump trucks are an important element of the transport and technological system of

mining quarries. In this regard, the task of solving the problem of improving the efficiency of the sys-
tem as a whole by choosing a rational fleet of rolling stock, taking into account changes in traffic con-
ditions and the random nature of the time parameters of the transport process. Solving the task requires
obtaining characteristics of the time parameters of the transportation process for further performance
of the task.

Analysis of recent research and publications
The transport network in the quarry is a complex system consisting of a large number of active

elements — dump trucks and excavators of individual types. This system is characterized by relatively
rapid changes in the parameters of traffic flow in space and time, as well as random values of the time
of individual processes, such as maneuvering vehicles, loading and unloading, traffic on the route. Op-
timal operational planning and management of quarry transport can increase its productivity by more
than 20% by reducing downtime and queues [1]. As a result, the process of transportation of technolo-
gical raw materials by dump trucks in mining conditions does not meet the requirements of the modern
transportation process due to inefficiency of existing methods of managing fleets of heavy trucks,
which are insufficiently adapted to operating conditions in technological cycles of metallurgical and
mining production [2].

Analysis of works [3—12] on aspects of selection and approaches to the selection of rolling
stock shows that sufficient research has been done on the selection, formation, calculation, economic
feasibility of using a particular type of rolling stock on technological routes of industrial enterprises.
Thus, in [3] it is argued that the choice of vehicles requires a comprehensive approach, the essence of
which is, above all, that the issues of transportation, unloading, loading and warehousing are consi-
dered simultaneously and in conjunction with other issues of technology and organization production.
The choice of vehicles is based on the generally accepted method of assessing the economic efficiency
of new equipment and investments. The initial data required for the selection of the most economical
vehicles include: characteristics of the goods transported; route information; data on the volume of
cargo transportation by the consumer, etc. In [4] the existing approaches to the definition and under-
standing of the term "choice of rolling stock" in transport logistics are considered. The paper [5—6]
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highlights the issues of existing and modern methods of calculating the rolling stock and their short-
comings.

Formulation of research purpose
Given the peculiarities of the fleet of heavy-duty dump trucks on technological routes, it is ne-

cessary to obtain time characteristics, namely — loading time, unloading time, downtime, travel time
with cargo, travel time without cargo, which will solve the problem of choosing a rational fleet.

Presenting main material
Timing of time parameters of technological routes of the transport-technological system was

carried out on the technological routes of the quarry of the metallurgical enterprise. The motor trans-
port subdivision serves the technological routes of the slag processing subdivisions and carries out
transportation of technological wastes and products of processing of the main production to ensure a
continuous production process of the main production of the metallurgical enterprise. The research
was  carried  out  on  the  technological  routes  of  the  open-hearth  slag  processing  area  of  the  slag
processing plant. Timing was carried out during four working days in two shifts (from 08.00 to 20.00
and from 20.00 to 08.00).

Timing was carried out according to the following values: time of zero mileage (ݐн.пр.), load-
ing time (ݐзав.), unloading time (ݐрозв .),  time  of  driving  with  cargo .їздݐ)   вант.), driving time without
cargo (ݐїзд без вант). Also recorded downtime (ݐпр) of technological and physiological nature.

Timing was carried out according to the following values: zero mileage time, loading time, un-
loading time, driving time with cargo, driving time without cargo. Also recorded downtime of tech-
nological and physiological nature. The study was conducted using the Wialon software package.

The results of statistical data processing are summarized by the timing of time parameters of
technological routes are summarized in tabl. 1.

Table 1. Basic statistical characteristics of time parameters of technological routes

Parameters of
technological

routes
Mean Variance Standard

error
Minimum,

min
Maximum,

min

.їздݐ вант. 7,561 17,153 0,128 1,1 18,933
їздݐ без вант 5,507 16,226 0,124 0,1 17,567

.завݐ 6,654 40,118 0,195 1,1 69,52
.розвݐ 3,603 35,237 0,183 0,667 114,75

Downtime for one
ride, min 5,354 220,451 0,458 0 191,083

Number of riders 19,811 17,618 0,577 4 29

Values in the first six lines were obtained from 1056 riders. Values in the latter were obtained
for 53 changes in the operation of cars.

The results of the experiment showed that the number of rides of each car during the shift is not
a constant value. According to the received data it is clear. That the average time of one ride for each car
is 19,811 minutes. The histogram of the distribution of the number of riders is presented in Fig. 1.

The parameter  number of  rides is  subject  to  the normal  distribution law with хത = 19,811 and
у = 0,577, the probability density f (x) of which is as follows

(ݔ)݂ =
1

0,577√2р
݁

ି(௫ିଵଽ,଼ଵଵ)మ

ଶ(,ହ)మ .

Fig. 2 presents a histogram of the distribution of downtime on routes. This parameter is sub-
ject to the normal distribution law with хത = 5,354 and у = 0,458, the probability density f(x) of which
is as follows
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(ݔ)݂ =
1

0,458√2р
݁

ି(௫ିହ,ଷହସ)మ

ଶ(,ସହ଼)మ .

Histogram: Var10
K-S d=,14436, p> .20; Lilliefors p<,01
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Fig. 1. Сharacteristic of the parameters of the number of riders
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Fig. 2. Characteristic of the idle time parameter

This characteristic is mostly related to the "human factor", which is quite difficult to analyze.
According to the obtained data, the unloading time has a histogram shown in Fig. 3. This pa-

rameter is subject to the normal distribution law with хത = 3,603 and у = 0,183, the probability density
f (x) of which is as follows

݂( 2) =
1

0,183√2р
݁

ି(௫ିଷ,ଷ)మ

ଶ(,ଵ଼ଷ)మ .

The load time, the distribution diagram of which is shown in Fig. 4 is also subject to the nor-
mal distribution law with хത = 6,654 and у = 0,195, the probability density f(x) of which is as follows

(ݔ)݂ =
1

0,195√2р
݁

ି(௫ି,ହସ)మ

ଶ(,ଵଽହ)మ .
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Fig. 5 and 6 show histograms of the distribution of driving time with and without cargo. These
parameters are subject to the normal distribution law with хത = 7,561, with хത = 5,507 with у = 0,128,
у = 0,124, the probability density f(x) of which is as follows

(ݔ)݂ =
1

0,128√2р
݁

ି(௫ି,ହଵ)మ

ଶ(,ଵଶ଼)మ .

(ݔ)݂ =
1

0,124√2р
݁

ି(௫ିହ,ହ)మ

ଶ(,ଵଶସ)మ .

Conclusions
Analyzing the results, we can conclude that downtime before loading (unloading) of cargo can

occur on any ride during the work shift. This is due to the fact that during the movement of the car on
the route, the value of the time parameters may be such that there are conditions of downtime. In this
regard, it can be concluded that the occurrence of downtime on technological routes is probabilistic.

Histogram: Var3
K-S d=,31165, p<,01 ; Lilliefors p<,01
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Fig. 3. Characteristics of the unloading time parameter

Histogram: Var1
K-S d=,20528, p<,01 ; Lilliefors p<,01

 Expected Normal

-10 0 10 20 30 40 50 60 70

X <= Category Boundary

0
100
200
300
400
500
600
700
800
900

1000

N
o.

of
ob

s.

Fig. 4.  Characteristics of the feed time parameter



104                                                                                                   Математичне моделювання № 1(46) 2022

Histogram: Var5
K-S d=,17847, p<,01 ; Lilliefors p<,01
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Fig. 5. Characteristics of the parameter of driving with cargo

Histogram: Var7
K-S d=,19941, p<,01 ; Lilliefors p<,01
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Fig. 6. Characteristics of the parameter of driving without cargo
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ЕКСПЕРИМЕНТАЛЬНЕ ДОСЛІДЖЕННЯ ЧАСОВИХ ПАРАМЕТРІВ
ТЕХНОЛОГІЧНИХ МАРШРУТІВ АВТОМБІЛЬНОГО ТРАНСПОРТУ
ПРАЦЮЮЧОГО В КАР'ЄРІ МЕТАЛУРГІЙНОГО ПІДПРИЄМСТВА

Середа Б.П., Муковська Д.Я., Середа Д.Б.

Розвиток галузей вітчизняного виробництва в багатьох аспектах залежить від ефектив-
ності функціонування вантажного автомобільного транспорту, основна задача якого полягає в
організації своєчасної доставки вантажів з мінімальними витратами. Не винятком є і підприєм-
ства гірничо-видобувного комплексу, на яких організація вантажних перевезень, яка характери-
зується складними умовами експлуатації та забезпечує обслуговування виробничих кар’єрів, а
саме, переміщення відходів металургійного виробництва та видобувної сировини на гірничих
підприємствах.

Завдяки своїм перевагам автомобільний транспорт широко застосовується різних гірни-
чотехнічних умовах практично на більшості підприємств гірничодобувних галузей України, На
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залізорудних кар'єрах України автотранспорт набув найбільшого поширення: ним перевозять
близько 60...70 % усієї гірничої маси. Обсяг цих перевезень на великих гірничо-збагачувальних
комбінатах України та Росії щороку становить 30...130 млн.т. Зокрема в Україні на залізоруд-
них кар’єрах щороку перевозять автомобілями 50...125 млн.т вантажів.

В даний час на кар’єрах промислових підприємств найбільшого поширення отримав ав-
томобільний транспорт, а саме, великовантажні кар’єрні самоскиди  для якого характерні мобі-
льність і відносно невисокі початкові капіталовкладення. Діапазон технічних і кліматичних
умов, в яких застосовуються кар'єрні автосамоскиди, надзвичайно широкий, тому лінійка моде-
лей і модифікацій у кожного виробника вельми різноманітна. Перевезення сировини на вітчиз-
няних виробничих майданчиках кар’єрів гірничо-видобувних підприємств переважно здійсню-
ється кар’єрними самоскидами марки БелАЗ, які відрізняються високою міцністю, значною ва-
нтажопідйомністю й великою ємністю кузова.

На сьогоднішній день перед автотранспортними підрозділами постає задача збільшення
прибутку і підвищення ефективності системи управління перевізним процесом. У кар’єрах гір-
ничо-видобувних підприємств перевезення вантажів здійснюється в мінливих умовах зовніш-
нього середовища та пов’язана із випадковими процесами (вихід з ладу рухомого складу, нава-
нтажувально-розвантажувальних механізмів, виробничого обладнання,кліматичні умови). Як
наслідок, це зумовлюється появою однієї з основних проблем при перевезенні сировини – це
наявність  простоїв транспорту при очікуванні навантаження і розвантаження, і, як наслідок,
недостатня ефективність використання навантажувальних засобів і самоскидів.  Це пов'язано, в
тому числі, і з плануванням перевезень без урахування деяких параметрів, що впливають на
ефективність перевізного процесу.

Дослідження проводилось на ділянці переробки шлаку металургійного підприємства пі-
вдня України. Хронометраж проводився  протягом чотирьох робочих діб у дві зміни (з 08.00 до
20.00 та з 20.00 до 08.00).

Хронометраж здійснювався за наступними величинами: час нульового пробігу, час за-
вантаження, час розвантаження, час їздки з вантажем, час їздки без вантажу. Також фіксували-
ся простої технологічного та фізіологічного характеру. Дослідження проводилось за допомогою
програмного пакету Wialon.

Аналізуючи отримані результати можна зробити висновки, що простої автотранспорту
перед навантаженням (розвантаженням) вантажу можуть виникати на будь якій їздці протягом
робочої зміни. Це пов’язано з тим, що за час прямування автомобіля на маршруті значення ча-
сових параметрів може бути таким, що виникають умови простою автотранспорту. У зв’язку з
цим можна зробити висновок, що виникнення простою автотранспорту на технологічних мар-
шрутах має імовірнісний характер.
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МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ІНТЕНСІФІКАЦІІ ДРОБЛЕННЯ І
ПОДРІБНЕННЯ ЗАЛІЗНОЇ РУДИ

Досліджено основні характеристики процесів руйнування залізної руди при одночасно-
му застосуванні до неї механічного навантаження та електричного поля ультрависокої час-
тоти на підставі аналізу математичної моделі, що описує фізичні процеси, які виникають при
цьому у кристалах кварцу. Проведено порівняння з випадком застосування лише механічного
навантаження. Теоретично доведено, що при наявності двох руйнівних сил (в першому випад-
ку) кристали кварцу накопичують більше енергії, причому цей ефект проявляється найбільше
при резонансі. Запропоновано метод механічного дроблення і подрібнення залізної руди з вико-
ристанням електричного поля ультрависокої частоти. Зроблено гранулометричний аналіз
продуктів дроблення і подрібнення залізної руди. За результатами теоретичних та численних
експериментальних досліджень обґрунтовано продовження науково-дослідних та конструк-
торських робіт з адаптації запропонованої щокової дробарки до виробничих умов.

Ключові слова: дроблення і подрібнення, гранулометричний аналіз, щокова дробарка.

The main characteristics of the destruction processes of iron ore with its simultaneous effect
by mechanical load and electric field of ultra-high frequency to it are studied based on the
mathematical model analysis. The model describes the physical processes that arising in this case in
quartz crystals. A comparison is made with the case of effect only a mechanical load.It is proved that
in the presence of two destructive forces (in the first case), quartz crystals accumulate more energy.
This effect is more pronounced at resonance. A granulometric analysis of the crushing and grinding
products of iron ore was fulfilled. A method is proposed for mechanical crushing and grinding of iron
ore using an electric field of ultra-high frequency. The continuation of research and development work
on the proposed jaw crusher adaptation to production conditions is justified on the results of
theoretical and experimental studies.

Keywords: crushing and grinding,granulometric composition, jawcrusher.

Постановка проблеми
Механічне дроблення та подрібнення залізної руди є енергоємним процесом, що вима-

гає використання великих ресурсів гірського підприємства, тому його вдосконалення є актуа-
льним (особливо подрібнення). У процесі збагачення залізної руди процеси дроблення та под-
рібнення застосовуються для розкриття зростків (з'єднань) породи, щоб полегшити та збільши-
ти вихід заліза з концентрату. Розрізняють кілька способів дроблення: механічний, пневматич-
ний, аеродинамічний (струменевий) та ультразвуковий. Найбільш поширений механічний спо-
сіб дроблення залізняку в силу технологічності в умовах потужних гірничорудних підприємств.
Раціонально метод дроблення підбирати, виходячи з властивостей та цінностей мінеральних
зерен, що входять до складу залізної руди.

Моделювання інтенсифікації дроблення та подрібнення залізної руди з урахуванням
взаємодії породи з електромагнітним полем УВЧ дозволяють оцінити характеристики процесів
дроблення та подрібнення.

Аналіз останніх досліджень та публікацій
Попит на вдосконалення методів дроблення та подрібнення скельних порід, оптиміза-

цію управління цими технологічними процесами зазначає та підтримує Маринич І.А.[1]. Вели-
ку увагу при цьому приділяє оптимізації управління процесом дроблення, що забезпечує необ-
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хідне значення параметрів вихідних руди. Методи дроблення, що використовуються при цьому:
механічний і пневматичний на різних стадіях дроблення [1, 2].

Визначення гранулометричного складу гірських порід надають достатнього значення та
враховують при виборі типу та параметрів технологічного обладнання китайські фахівці зі зба-
гачення залізняку [3, 4].

Управління процесами дроблення на основі контролю гранулометричного складу руди
забезпечить збільшення продуктивності та зниження енерговитрат на дроблення[2].

Наведені публікації свідчать про актуальність досліджень і модернізації, які пов’язані з
урахуванням властивостей залізної руди та гірських порід у цілому, а також щодо пристроїв
дроблення і подрібнення. Електричне поле УВЧ в процесах дроблення і подрібнення не вико-
ристовують.

Виклад основного матеріалу
Запропоновано спосіб інтенсифікації дроблення кварцовмісних порід (зокрема залізних

руд) спільним застосуванням до них механічного навантаження та електричного поля УВЧ [5].
Відмінною особливістю взаємодії залізної руди з електромагнітним полем є її мінеральний
склад, що включає кристали кварцу, гематиту, магнетиту та ін. При цьому кожен кристал окре-
мо за механічними, електричними та магнітними властивостями є анізотропним стосовно інших.

Нехай середовище складається тільки з кристалів кварцу, кожне зерно має електричну
вісь (п'єзовісь). Це дає змогу врахувати прямий та зворотний п'єзоефект. Кварц відноситься до
іонних кристалів, тому будь-який його атом або іон може однаково взаємодіяти з усіма сусідні-
ми атомами або іонами. Отже, весь кристал можна розглядати як окремий кристалічний осере-
док і пролонгувати аналізований ефект на весь кристал. З іншого боку, кожен кристал кварцу
має набір резонансних частот. Прийняте припущення дозволяє використовувати модель гармо-
нійного осцилятора [6, 7], що відображає фізичні процеси, які з’являються при цьому у криста-
лах кварцу. Математична модель гармонійного осцилятора має вигляд [8]:

ᇱᇱݕܯ ᇱݕߛܯ+ ߱ܯ+
ଶݕ = ݐcos߱ݐଵܨ⃗ + ݐcos߱ݐଶܨ⃗ + (1)                            ,ݐଷܨ⃗

де ;приведена маса іонів — ܯ зміщення позитивних та негативних іонів щодо кристалічної — ݕ
решітки; ;коефіцієнт згасання — ߛ ߱ — власна циклічна частота коливань осцилятора; ߱ —
циклічна частота коливань електричного поля; -час синусоїдальної зміни електричного по — ݐ
ля, що діє на кристал.

ଵܨ = ;ݒܲܣଵߙ ଶܨ = ;ܣଶߙ ଷܨ = (2)                                           ,ݒܲ
де ,ଵߙ ;ଶ — коефіцієнти пропорційностіߙ ; — амплітуда коливань електричного поляܣ ܲ —
величина механічного навантаження, що прикладається; .швидкість навантаження — ݒ

Обмежуючись нагодою слабкого згасання (при ߛ ≪ ߱), отримуємо наступний
розв’язок цього рівняння [9]:

ݕ = ݐଵܨ) + (ଶܨ 
ெ

sin߱ݐ + ݐଵܨ) + (ଶܨ 
ெ

cos߱ݐ + ிయ
ெఠబ

మ (3)                                  ,ݐ
де

ܣ = ఊఠ

൫ఠబ
మିఠమ൯మାఊమఠమ

, ܤ = ఠబ
మିఠమ

൫ఠబ
మିఠమ൯మାఊమఠమ

.                                         (4)

При цьому постійна Аап = ிభ
ெ

 у розв’язку (3) називається амплітудою поглинання і

Аад = ிభ
ெ

 — амплітудою дисперсії (пружною амплітудою).
Енергія, яку накопичує кристал кварцу при спільному їх навантаженні механічним на-

вантаженням та електричним полем УВЧ, визначається сумою кінетичних та потенційних енер-
гій відповідних осциляторів

Есов = 
ସெ

ݐଵܨ) + ଶ)ଶܨ + ிయమ

ଶெఠబ
మ ଶ,                                                     (5)ݐ

де ܦ = ఠబ
మିఠమ

൫ఠబ
మିఠమ൯మାఊమఠమ

.

Досліджуючи вираз (5) на існування екстремуму, знаходимо
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߱ = ඨ2߱ଶට1− ఊమ

ସఠబ
మ −߱ଶ.                                                            (6)

Звідси випливає, що за прийнятої умови (γ≪ω0) резонанс буде мати місце, якщо߱ = ߱.
У цьому випадку амплітуда дисперсії Аад = 0, а амплітуда поглинання Аап(4) досягає

максимального значення [10].

0

1

2

А

ww 0

Рис.  1. Схематичний графік зміни амплітуди поглинання Аап (1) та амплітуди дисперсії
Аад (2) від циклічної частоти коливань електричного поля УВЧ

З рис. 1 видно, що середнє за часом значення поглиненої осцилятором потужності ви-
значається компонентою Аап = sin߱ݐ. Компонента Аад = cos߱ݐдає певний внесок у миттєве
значення поглинаємої потужності ,(ݐ)ܲ  проте,  в середньому її внесок за цикл коливань,  що
встановилися, дорівнює нулю.

Розглянемо вираз (5), у якому другий доданок представляє енергію, накопичувану крис-
талом при чисто механічному навантаженні, тобто

Емех = ிయమ

ଶெఠబ
మ ଶݐ .                                                                (7)

З порівняння (5) і (7) випливає, що всі кристали кварцу при спільному застосуванні до
них механічного навантаження та електричного поля УВЧ накопичують енергії більше, ніж при
чисто механічному навантаженні в цьому ж режимі навантаження (Есов > Емех). Цей ефект про-
являється найсильніше при резонансі.

Нехай руйнування настає тільки за рахунок механічного навантаження (Емех = Екр).
Скористаємося виразом (7), позначивши ݐ = ଵݐ

Екр = ிయమ

ଶெఠబ
మ ଵଶ.                                                               (8)ݐ

Прирівнюємо вирази (8) та (5), в якому позначимоݐ = ଶݐ
Есов = Екр   або 

ସெ
ଶݐଵܨ) + ଶ)ଶܨ + ிయమ

ଶெఠబ
మ ଶଶݐ = ிయమ

ଶெఠబ
మ ଵଶ.                            (9)ݐ

Звідки

ସெ

ଶݐଵܨ) + ଶ)ଶܨ = ிయమ

ଶெఠబ
మ ଵݐ)

ଶ − ଶଶ).                                             (10)ݐ

Ліва частина рівняння (10) завжди позитивна, тоді має виконуватися нерівність ଵݐ > .ଶݐ
Таким чином, час досягнення критичного навантаження, при якому настає руйнування,

менше при спільної дії механічного навантаження та електричного поля УВЧ у порівнянні з
часом руйнування при чисто механічному навантаженні [11].

Отримані результати теоретичних досліджень можна пояснити статистичною теорією
руйнації. Відповідно до неї в середовищі із збільшенням енергії поглинання зростає кількість
«ослаблених» місць, у яких зароджуються тріщини, отже, скорочується час їх змикання. За ра-
хунок цього збільшується кількість окремостей, які утворюються в даному об'ємі, що, безумов-
но, призводить до зменшення їх розмірів і, зрештою, до інтенсивнішого дроблення середовища.
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З метою перевірки та уточнення висновків,  зроблених у результаті теоретичних дослі-
джень, проведено лабораторні випробування на зразках залізних руд Полтавського та Криворі-
зького ГЗК.  Встановлено,  що їх резонанс спостерігається на частотах від 41,5  до 43  МГц.
Центральна частота резонансу становить 42,3 МГц. Крім того, резонансна частота зазначених
руд з послідовно включеною індуктивністю 0,5 мкГн дорівнює 24,5 МГц, причому резонансні
властивості на цій частоті виражені більш істотно.

Розроблений та виготовлений експериментальний зразок генератора резонансної часто-
ти, призначений для роботи на погоджене навантаження 750 Ом.

Генератор має такі параметри:
– потужність на виході на узгоджене навантаження не менше 200 Вт;
– робоча частота перебудовується в діапазоні 20—50 МГц;
– режим роботи безперервний та імпульсний, що перебудовується з частою від 3 до 10кГц;
– свердловинність від 2 до 10;
– напруга живлення 200В, 50 Гц.

Генератор виконаний за чотирикаскадною схемою, його функціональна схема предста-
влена на рис.  2. До складу генератора входять джерела живлення (ІП1, ІП2), відповідно на на-
пруги +5В, +30В, +60В і +1000В, +300В, ~ 6,3В, а також збудник (В), імпульсний модулятор
(ІМ), підсилювач (ПУ), трансформаторний узгоджувальний підсилювач (ТСУ), вихідний каскад
(ВК) — трансформаторний двокаскадний підсилювач.

IП1 IП2

ВКТСУПУ
В

IМ

~ 220 В ~ 220 В

+5 B

+30 B
+50 B

+300 B

+1000 B

+5 B +30 B +1000 B +300 B +1000 B +300 B~ 6.3 В

до навантаження
+5 B

~ 6.3 В

~ 6.3 В

Рис. 2. Функціональна схема генератора УВЧ

До складу цього генератора між його входом та навантаженням включені узгоджувальні
індуктивності та паралельно навантаженню — конденсатор. Ці пристрої дозволяють викорис-
товувати генератор на будь-яке навантаження з умовою використання 0,8 від максимальної по-
тужності.

В умовах навчально-виробничої майстерні університету виготовлено експериментальну
щокову дробарку, що дозволяє дробити шматки довільної форми з максимальними розмірами
60—80 мм та ступенем дроблення 4—5 [12]. При підключеному генераторі УВЧ вона реалізує
одночасно механічне навантаження та дію електричного поля з резонансною частотою (рис. 3).

Для проведення лабораторних експериментів руда порівняно витриманого складу поді-
лялася попарно на групи, що складаються з шматків однакової маси (табл. 1).

Руйнування зразка з кожної групи робили шляхом механічного навантаження, потім од-
ночасно використовували механічне навантаження та електричне поле УВЧ на експеримента-
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льній дробарці. Зразки, роздроблені за вказаною методикою, піддавалися подальшому (дрібно-
му) дробленню на лабораторній щоковій дробарці типу ДЛЩ 150×80 з розвантажувальною щі-
линою 3 мм. За допомогою статистичної обробки результатів цих експериментів [7] отримані
порівняльні дані щодо кожної контрольованої фракції дроблення (табл. 2).

Рис. 3. Лабораторна щокова дробарка з розташованим на ній генератором УВЧ

Таблиця 1. Умовні групи зразків залізної руди

Номер групи 1 2 3 4 5

Маса зразка, г 1100 1000 700 600 180

Таблиця 2. Гранулометричні склади продуктів дрібного дроблення залізної руди

№
групи

Режим
навантаження

Розподіл у % окремих фракцій, мм
+50 -50

+30
-30
+20

-20
+10

-10
+0.63

-0.03

I Без УВЧ
З УВЧ

18.8
24.9

35.0
35.1

17.0
13.8

14.8
13.6

0.4
0.6

14.0
12.0

II Без УВЧ
З УВЧ

21.9
28.3

33.3
35.5

16.7
13.9

15.3
12.0

0.5
0.5

12.3
9.8

III Без УВЧ
З УВЧ

18.9
11.9

35.5
30.7

16.0
20.0

16.2
19.8

0.5
1.0

12.9
16.6

IV Без УВЧ
З УВЧ

26.0
26.5

38.0
37.0

14.1
14.4

11.9
12.3

0.4
0.5

9.6
9.3

V Без УВЧ
З УВЧ

34.4
16.1

33.8
36.9

11.7
16.8

11.3
16.5

0.4
0.4

8.4
13.3

Середні
значення

Без УВЧ
 УВЧ

24.0
21.54

35.12
35.04

15.1
15.78

13.9
14.84

0.44
0.6

11.44
12.2

В % до дроблення без
УВЧ

82.75 99.77 104.5 106.76 136.36 106.6
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Подрібнення продуктів дрібного дроблення здійснювалося в кульовому млині типу
МБЛ — (75А—МС) з об'ємом 14 L при ступені заповнення кулями ߶ = 0.45. Швидкість обер-
тання барабана млина ߴ = 0.7від критичної, час подрібнення вибирався таким чином, щоб за-
безпечити крупність подрібнення близьку до першої стадії подрібнення на гірничо-
збагачувальному комбінаті.Продукти подрібнення поділялися на п'ять класів.У кожному класі
визначався вміст заліза з наступним усередненням результатів по даній пробі (табл. 3).

Таблиця 3. Дані гранулометричних та хімічних аналізів продуктів подрібнення залізної
руди

№
групи

Режим наван-
таження

Вихід за класами, % Fe, %
+4 -4

+2
-2
+1

-1
+0.63

-0.63

I Без УВЧ
З УВЧ

0
0

7.2
5.5

16.0
15.1

15.7
11.2

61.1
68.2

41.8
44.3

II Без УВЧ
З УВЧ

0
7.5

12.2
16.2

16.8
15.0

13.5
10.2

57.5
51.1

26.7
27.0

III Без УВЧ
З УВЧ

0
0

6.3
2.7

16.3
11.2

13.8
11.0

63.6
75.1

21.3
25.3

IV Без УВЧ
З УВЧ

0
2.6

4.9
12.8

18.7
18.5

17.4
18.7

59.0
47.4

36.0
33.6

V Без УВЧ
З УВЧ

0
0

0
4.5

10.1
11.6

14.3
17.0

75.6
66.9

18.2
28.2

Середні
значення

Без УВЧ
З УВЧ

0
2.02

6.12
8.34

15.58
14.28

14.94
13.62

63.36
61.74

28.8
31.68

Як випливає з табл. 2 і 3, при дії механічного навантаження одночасно з електричним
полем УВЧ зберігається тенденція інтенсифікації дроблення залізної руди за рахунок зниження
виходу великих та підвищення виходу дрібних фракцій, а також спостерігається збільшення
вмісту заліза до 11 % у продуктах її подрібнення.

Висновки
Побудовано математичну модель фізичного процесу, що виникає в кварцовмісних по-

родах. Досліджено основні характеристики процесів руйнування залізної руди при впливі на неї
механічного навантаження та при одночасному впливі на неї механічного навантаження та еле-
ктричного поля ультрависокої частоти. Наведені результати теоретичних та численних експе-
риментальних досліджень свідчать про реальну перспективу створення ефективних технологій
дроблення та подрібнення залізної руди в виробничих умовах. Запропонована конструкція но-
вої щокової дробарки, яка реалізує дію електричного поля УВЧ на кожну монолітну окремість,
що знаходиться в її робочому просторі. Надалі передбачено науково-дослідні та конструктор-
ські роботи з її застосування на одній із стадій дроблення залізної руди.
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MATHEMATICAL MODELING OF THE CRUSHING AND GRINDING
INTENSIFICATION OF THE IRON ORE
Shcherbakov P., Sdvyzhkova E., Tymchenko S., Klymenko D.

Abstract
A mathematical model of the physical process that occurs in quartz-bearing rocks is

constructed. The main characteristics of the destruction processes of iron ore with its simultaneous
effect by mechanical load and electric field of ultra-high frequency to it (the first case) are researched
based on the mathematical model analysis. The model of the destruction process of iron ore only under
the mechanical load effect is considered.

The mathematical model analysis shows that quartz crystals accumulate more energy in the
first case, and this effect is most pronounced at resonance. A comparison is made with the case of
effect only a mechanical load. The tendency to reduce the output of large fractions and increase the
output of fine fractions continues and the iron content in the grinding products increases to 11%.

https://docplayer.com/128244873-Udk-marinich-i-a-knu-savickiy-a-i-pao-nipi-mehanobrchermet.html
https://docplayer.com/128244873-Udk-marinich-i-a-knu-savickiy-a-i-pao-nipi-mehanobrchermet.html
https://www.researchgate.net/publication/286013581_A_surface_probability_model_for_estimation_of_size_distribution_on_a_conveyor_belt
https://www.researchgate.net/publication/286013581_A_surface_probability_model_for_estimation_of_size_distribution_on_a_conveyor_belt
http://yadda.icm.edu.pl/yadda/element/bwmeta1.element.baztech-410d7c2e-ccaf-4c7d-8d35-73c3f5528f96
http://yadda.icm.edu.pl/yadda/element/bwmeta1.element.baztech-410d7c2e-ccaf-4c7d-8d35-73c3f5528f96
http://archive.kpi.kharkov.ua/files/29520/
https://www.scopus.com/authid/detail.uri?origin=AuthorProfile&authorId=57194195417&zone=
https://www.scopus.com/authid/detail.uri?origin=AuthorProfile&authorId=57194188119&zone=
https://www.scopus.com/authid/detail.uri?origin=AuthorProfile&authorId=57211521043&zone=
https://www.scopus.com/authid/detail.uri?origin=AuthorProfile&authorId=57194199891&zone=
https://www.scopus.com/record/display.uri?eid=2-s2.0-85074293264&origin=resultslist&sort=plf-f&src=s&sid=31a4cb35340a7e2b484408025ef96a5d&sot=autdocs&sdt=autdocs&sl=18&s=AU-ID(57194188119)&relpos=0&citeCnt=2&searchTerm=
https://www.scopus.com/record/display.uri?eid=2-s2.0-85074293264&origin=resultslist&sort=plf-f&src=s&sid=31a4cb35340a7e2b484408025ef96a5d&sot=autdocs&sdt=autdocs&sl=18&s=AU-ID(57194188119)&relpos=0&citeCnt=2&searchTerm=
https://www.scopus.com/record/display.uri?eid=2-s2.0-85074293264&origin=resultslist&sort=plf-f&src=s&sid=31a4cb35340a7e2b484408025ef96a5d&sot=autdocs&sdt=autdocs&sl=18&s=AU-ID(57194188119)&relpos=0&citeCnt=2&searchTerm=
https://www.scopus.com/sourceid/21100795900?origin=resultslist
https://doi.org/10.1051/e3sconf/201912301030


Розділ 2. Моделювання та оптимізація в технології конструкційних матеріалів                                   115

A method for mechanical crushing and grinding of iron ore using an electric field of ultra-high
frequencies is proposed.

The continuation of research and development work on the proposed jaw crusher adaptation to
production conditions is justified on the results of theoretical and experimental studies.
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MATHEMATICAL MODELING OF OBTAINING WEAR-RESISTANT COATINGS
USING SELF-PROPAGATING HIGH-TEMPERATURE SYNTHESIS TECHNOLOGY

The paper considers methods for obtaining chromoaluminized coatings and presents a new
technology for the formation of protective layers on steels under conditions of self-propagating high-
temperature synthesis. With the use of mathematical modeling methods, when obtaining wear-resistant
coatings on machine parts under conditions of self-propagating high-temperature synthesis, optimal
compositions of SHS mixtures have been developed. The study of the wear resistance of chromoalumi-
nized layers on steels 50 and U80A alloyed with boron and silicon allows us to speak about an in-
crease in the wear resistance of machine parts and mechanisms by 2—3 times.

Keywords: mathematical modeling, wear resistance, synthesis, SHS charge, temperature.

В роботі розглянуті методи отримання хромоалітованих покриттів та представлена
нова технологія формування захисних шарів на сталях в умовах високорозповсюджуваного ви-
сокотемпературного синтезу. Із застосуванням методів математичного моделювання, при
отриманні зносостійких покриттів на деталях машин в умовах високорозповсюджуваного ви-
сокотемпературного синтезу, розроблено оптимальні склади СВС сумішей. Дослідження зно-
состійкості хромоалытованих шарів, на сталях 50 та У8А, легованих бором та кремнієм до-
зволяє говорити про збільшення зносостійкості деталей машин та механізмів у 2—3 рази.

Ключові слова: математичне моделювання, зносостійкість, синтез, СВС-шихта, тем-
пература.

Problem’s Formulation
The efficiency of the final result depends to a large extent on the correct choice of the surface

hardness of machine parts — their long-term performance at minimal cost. Test algorithms should
form the technology in such a way as to determine what and how should be applied in the technology
of obtaining protective coatings. The technology should provide for a range of different modes of
chemical-thermal treatment, control and diagnostic devices — from manual to automated execution,
with their rational use in the processes of production, testing and operation of machine parts. It should
have a wide range of algorithms and programs that are applied to specific parts, operations and tasks
of improving the wear resistance of steel parts operating under sliding friction conditions. The use of a
new technology for the formation of wear-resistant coatings under the conditions of self-propagating
high-temperature synthesis requires its thorough study and research.

There are many methods for hardening the surface of steels, some of them are used in several
versions. They are divided into two large groups [1]:

– processes of formation of protective coatings, which include: application of electrolytic coat-
ings, galvanization, deposition of coatings from the gas phase by PVD and CVD methods, laser depo-
sition, etc;

– processes associated with the modification of the material of existing surfaces. The most ad-
vanced techniques in this area include surface hardening using laser technology, electron beams, ion
implantation, etc., as well as classical methods of chemical-thermal surface treatment (nitriding, borid-
ing).

Methods for obtaining protective coatings on metal products differ in the technology of coat-
ing, and the main purpose of creation is good adhesion to the substrate, as well as obtaining a conti-
nuous, non-porous and resistant protective layer in this environment. Currently, the main methods of
applying a protective coating are: galvanic precipitation during electrolysis, thermal spraying or metal-
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lization, thermal diffusion saturation in powder, immersion in molten metal, cladding. According to
the type of connection of the protective layer with the substrate, adhesive and diffusion metal coatings
are distinguished.

Surface saturation of steel with aluminum, chromium, zinc and other elements is called diffu-
sion saturation with metals [2]. The product, the surface of which is enriched with these elements, ac-
quires valuable properties, which include high heat resistance, corrosion resistance, increased wear
resistance and hardness.

In this regard, it is important to use technologies that allow obtaining coatings with a limited
or minimal time of their formation. One of such technologies is the method of self-propagating high-
temperature synthesis [3—4].

Analysis of recent research and publications
 Many scientists are engaged in the issues of increasing the wear resistance of machine parts.

Recently, the use of chromium-alloyed coatings has become widespread. Chromium aluminizing —
simultaneous or sequential saturation of metals and alloys with chromium and aluminum — is used
mainly to increase wear, heat and corrosion resistance of parts. The main methods of chromoaluminiz-
ing include: solid, vapor phase, gas and liquid. In turn, saturation from the vapor phase is divided into
contact and non-contact, gas — simultaneous and sequential, solid — simultaneous and slip [7—9].

The solid method includes saturation in powder media. This method consists in the fact that
the part on which the coating is created is placed in a container and covered with a powder mixture.
The mixture usually contains: metal or alloy powder, which is the coating itself, an activator, which is
most often used as halogen salts, and a neutral substance, the powder of which is introduced into the
mixture to prevent sintering of the metal component. The peculiarity of the method is that the mixture
contains an activator, and as a result of its interaction with the metal, a gaseous compound is formed.

Alloying of chromoaluminized coatings with titanium, silicon and boron makes it possible to
sharply increase the operational characteristics and, along with high corrosion and heat resistance, to
obtain more universal layers with high surface hardness, scale resistance and corrosion resistance due
to the formation of additional silicon and titanium oxides.

Chromium aluminizing can be carried out in a sequential manner, chrome plated and then
aluminized. Diffusion chromium plating is one of the progressive technological processes of chemical-
thermal treatment, which makes it possible to obtain material with special physical and mechanical
properties and at the same time reduce the cost of expensive and hard-to-machine steels through the
use of more economical carbon steels. With an increase in the aluminum content in the layer, the dif-
fusion rate of chromium increases, and the concentration decreases. The sequential method of iron
saturation makes it possible to obtain a layer with a higher concentration of chromium and aluminum.
Simultaneous saturation in powder mixtures with the use of high-frequency heating sharply accelerates
the process of chromoaluminizing in the absence of a brittle FeAl phase in the surface layer [10—11].

Formulation of the study purpose
The purpose of the work is the search for optimal SHS powder mixtures that allow the forma-

tion of intermetallic protective layers on steel 50 and U8A under conditions of self-propagating high-
temperature synthesis, the study of the structure of protective layers and their wear resistance under
sliding friction.

Presenting main material
In the work, steels 50 and U8A were used for coating. Chemical-thermal treatment was carried

out in an open-type reactor (P = 105 Pa) in the temperature range of 900—1050 °C and the total dura-
tion of isothermal holding up to 60 min. As a saturating medium, a mixture of powders with a disper-
sion of 100—400 μm of the following materials was used:

1. Сr2O3 — chromium (III) oxide — a source of chromium in the coating.
2. Al2O3 — aluminum oxide (III) — inert additive.
3. Al — aluminum grade ASD1— oxide reducer, source of aluminum in the coating.
4. B — technical boron — a source of boron in the coating.
5. Si — silicon grade Kr1 — a source of silicon in the coating.
6. I2— metallic iodine — activator of the saturation process.
7. NH4Cl — ammonium chloride — activator of the saturation process.
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In order to find compositions of SHS powder mixtures that provide high wear resistance, a full
factorial experiment was used.

The choice of the optimal composition of the mixture for carrying out SHS processes under
conditions of thermal self-ignition was carried out on the basis of the results of studies of the thermal
picture of the SHS process and the physical and mechanical properties of protective coatings, in par-
ticular wear resistance, ΔG (test on the SMT-1 thorn machine, τ test — 5 h) [5—6, 12].

Optimization options:
Y1 — wear resistance indicators,  ΔG τисп 5h, for system B alloyed with boron;
Y2 — wear resistance indicators, ΔG τисп.5h, for a system alloyed with silicon Si.
The following were chosen as independent variables: the content of the chromium component,

silicon, boron and aluminum in the SHS mixture. Steel 50 was chosen as the starting material. The
process activators are I2 and NH4F for all systems.

The calculated levels of variation intervals, the nature of their changes and coding schemes are
presented in Tabl. 1 and 2. The introduction of more than 5 % of the gas transport agent into the mix-
ture leads to a strong etching of the sample surface, less than 1 % does not activate all gas transport
reactions.

To obtain a 100 % composition of SHS powder mixtures, Al2O3 was used as the final product.

Table 1. Investigated factors for the chromium-aluminum-boron system

Characteristic Факторы
Al %, wt. B %, wt. XC %, wt.

The code Х1 Х2 Х3

Main level 10 10 20
Variation interval 5 5 5
Lower level 5 5 15
Upper level 15 15 25

Table 2. Investigated factors for the chromium-aluminum-silicon system

Characteristic Факторы
Al %, wt. Si %, wt. XC %, wt.

The code Х1 Х2 Х3

Main level 10 12 20
Variation interval 5 5 5
Lower level 5 7 15
Upper level 15 17 25

As a result of the regression analysis, a number of equations were obtained showing the de-
pendence of the wear resistance of protective coatings on the mode of thermal self-ignition and the
content of alloying elements.

As a result of calculations, the following equations were obtained
Y1 = 77,444 – 0,9Х1 + 1Х2 – 3,1Х3 – 0,0556Х1

2 + 3,4444Х2
2 + 1,9444Х3

2 +
0,125Х1Х2 – 0,125Х1Х3 –1,875Х2Х3; (1)

Y2 = 107,04 – 0,3Х1 + 3,8Х2 – 3Х3 – 0,0556Х1
2 + 1,4444Х2

2 + 6,4444Х3
2 +

0,125Х1Х2 – 0,375Х1Х3 – 1,875Х2Х3.                                               (2)
The numerical values of the regression coefficients and their significance, determined taking

into account the difference in variances for each response function, as well as the significance test by
the Student's criterion and the evaluation of the adequacy of the model by the Fisher criterion are pre-
sented in Tabl. 3.
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Table 3. Results of regression analysis of experimental data

Parameter Response Function
Y1 Y2

b0 77,444 107,04
b1 -0,9 -0,3
b2 1 3,8
b3 -3,1 -3
b4 -0,0556 -0,0556
b5 3,4444 1,4444
b6 1,9444 6,4444
b7 0,125 0,125
b8 -0,125 -0,375
b9 -1,875 1,875
Δb 2,028 5,58

t-criterion 2,78 2,78
F-criterion 1,51<6,59 5,61<7,70

Checking the adequacy of the models shows that they can be used to predict the values of the
response functions for  any values of  the factors  that  are  between the upper  and lower levels.  To do
this, it is advisable to switch to natural variables using the translation formula presented in the follow-
ing form

i

о
ij

n
ijk

ij
XX

X
D
-

= ,                                                                  (3)

where k
ijX — coded value of the studied i-th factor in the j-th equation; n

ijX  — natural value of the

studied i-th factor in the j-th equation; о
ijX  — value of the studied i-th factor in the j-th equation at the

main level; iD  — value of the variation interval of the studied i-th factor.
If we replace the variables Xi in equations (1—2) with the right side of equation (3) and then

reduce similar ones, we get natural equations that describe the effects of the thermal self-ignition mode
and the content of alloying elements on the wear resistance of protective coatings:

Y1 = 77,444 – 0,9Al + 1B – 3,1XC – 0,0556Al 2 + 3,4444B2 + 1,9444XC 2 +
0,125 AlB – 0,125AlXC –1,875BXC; (4)

Y2 = 107,04 – 0,3 Al + 3,8 Si – 3 XC – 0,0556 Al 2 + 1,4444 Al 2 + 6,4444 XC 2 +
0,125 AlSi – 0,375 AlXC – 1,875 SiXC.                                           (5)

To assess the adequacy of the equations, a calculation was carried out using the obtained re-
gression equations for the optimal mode of thermal self-ignition. The calculation results were com-
pared  with  experimental  studies.  As  can  be  seen  from Tabl.  4,  the  error  between  the  calculated  and
experimental values of the response function does not exceed 5.

Table 4. Ratio of calculated and experimental data

Indicator Calculated value Experimental Error
ΔG(B) 84,903 85 0,09
ΔG(Si) 105,4 105 0,4

In order to determine the mode and SHS compositions that provide optimal indicators of wear
resistance of coatings, three-dimensional graphical dependencies were built (Fig. 1—2).
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Fig. 1. Optimization of the wear resistance of the surface layer for the Cr-Al-B system: the ef-
fect of boron and aluminum content on the wear resistance of steel 50 with a protective intermetallic
coating

Fig. 2. Optimization of the wear resistance of the surface layer for the Cr-Al-Si system: the ef-
fect of boron and chromium content on the wear resistance of steel 50 with a protective intermetallic
coating

Research results and discussion. An analysis of the reactions occurring during the SHS
process, as well as the results of experiments and metallographic studies, made it possible to obtain a
scheme for the formation of protective coatings. The process of formation of protective coatings in the
mode of thermal self-ignition can be conditionally divided into five stages — inert heating of the SHS
mixture to the temperature of self-ignition, thermal self-ignition, heating of parts, isothermal exposure
and cooling.

At the initial stage (stage 1), inert heating of the mixture occurs. When a diffusing element,
boron or silicon, is used as a supplier, the formation of a borated or siliconized layer is observed.
At stage 2 — the stage of thermal self-ignition, the self-ignition temperature rises at a rate of 200—
400  °C/s  to  a  maximum  value.  At  this  stage,  along  with  the  formation  of  active  boron  and  silicon
atoms, reactions occur for the formation of elemental chromium and their combination with carriers
(fluorine, chlorine and iodine), with the formation of volatile halides. If the activation energy of the
interaction of the elements of the charge with the carrier is less than the activation energy of the main
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reduction process, then the formation of volatile halides will proceed quasi-stationary as the main
reaction proceeds. If the self-ignition temperature is lower than the temperature at which the volatile
halide begins to form intensively, then for this case, the formation of halides occurs only at the stage
of unsteady temperature growth. When the maximum temperature is reached, which converts the pyro-
lysis temperature of chromium diiodide, silicon, its rapid decay occurs.

At stage 3 — the stage of heating products, the temperature drops to the process temperature
Tp due to the reception of the released heat by the products. Active atoms begin to diffuse into the
substrate and the carbide phases are alloyed with boron and silicon. Doped boride and silicide phases
begin to form.

At stage 4 — the stage of isothermal exposure, a constant diffusion flow of formed active
atoms of chromium, aluminum, silicon and boron is formed. The diffusion layer increases and the
chromium aluminized layers are doped with boron and silicon. With an increase in isothermal expo-
sure, an increase in the layer thickness occurs. The growth of the layer obeys a parabolic law.

At the 5th stage — the stage of cooling, a diffusion layer is formed with a lower intensity due
to a decrease in the diffusion coefficient of silicon and boron due to a drop in temperature. The layer
consists of two phases: the outer one, which is chromium borides and silicides, and the inner one, the
carbide phase.

Studies have shown that such a high rate of coating formation can be explained by the fact that
austenite formed during high-speed heating due to the stage of self-ignition is characterized by a high
structure defect and fine grain size, which sharply increases its diffusion susceptibility to saturable
elements.  Thus,  it  is  possible  to  control  both  the  layer  growth  rate  and  their  phase  composition  and
structure. The main factors influencing the kinetics of the formation of protective layers are the com-
position of the SHS charge, the amount of the chromium component, the time of isothermal holding,
the composition of the treated steel, and the type of SHS process taking place in the combustion mode
or in the thermal self-ignition mode. On fig. 3 shows the microstructures of chromium-alloyed coat-
ings alloyed with boron, titanium and silicon, obtained in the mode of thermal self-ignition in optimal
mixtures. According to the results of a metallographic study, on a Neophot-21 microscope, and X-ray
diffraction analysis, it was found that chromium-alloyed coatings doped with boron, silicon, and tita-
nium contain in their composition, in addition to the main phase (Fe3Al, (FeCr)23C6, (FeCr)7C3,
(FeCr)3C, Cr3C; Fe2Al5, When applying chromium-aluminated layers doped with boron, the coating
consists of single-phase doped layers of the type (FeCrAl)2B.

Fig. 3. Effect of test time on the wear resistance of intermetallic coatings on steel 50 when
tested on a friction machine SMT-1
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When applying chromium-alloyed layers doped with silicon, a layer is formed on the surface
(FeCrAl)3C on materials with a high carbon content (steel 50, U8A), carbides are formed (FeCr)23C6.
The layer is immediately adjacent to a carbon-rich transition zone, which is formed due to counter-
diffusion of carbon, and behind it is a carbon-depleted ferrite zone.

The result obtained correlates with the hardness of the hardened zones. With increasing hard-
ness, wear resistance increases. Hardness was measured on transverse sections on a PMT-3 device,
according to the standard method. With an increase in the carbon content in steels, the microhardness
of the surface layer increases. The microhardness of the surface layer during chromoaluminoboration
is 15000 MPa, and on steel U8A 16000 MPa (phases (Fe,Cr,Al)2B). With chromoaluminosiliconiza-
tion (Fe,Cr,Al)3Si = 13500, and on U8A steel 14500 MPa.

When tested under conditions of sliding friction, chromoaluminoborated coatings have the best
wear resistance among the coatings under consideration. Their wear resistance is 4.8—5 times higher
than that of uncoated samples, chromoaluminosilicated and chromoaluminum-titanized 2.1—3.5
times. As can be seen from Fig. 3, the wear resistance for the considered friction pairs depends on the
microhardness of the layer.

Conclusions
Modeling was carried out to search for optimal SHS powder mixtures to obtain intermetallic

wear-resistant protective coatings on steel 50 and U8A using the technology of self-propagating high-
temperature synthesis. The structures of protective layers and their wear resistance under sliding fric-
tion conditions have been studied. The best wear resistance, among the coatings under consideration,
is chromoaluminoborated coatings. Their wear resistance is 4.8—5 times higher than that of uncoated
samples, chromoaluminosiliconized and chromoaluminum-titanized 2.1—3.5 times
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МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ОТРИМАННЯ ЗНОСОСТІЙКИХ ПОК-
РИТТІВ З ВИКОРИСТАННЯМ ТЕХНОЛОГІЇ САМОРОЗПОВСЮДЖУВАЛЬ-
НОГО ВИСОКОТЕМПЕРАТУРНОГО СИНТЕЗУ
Середа Б.П., Кругляк І.В., Середа Д.Б.

Реферат
У роботі розглянуто способи отримання хромоалітованих покриттів та представлено

нову технологію формування захисних шарів на сталях в умовах саморозповсюджувального
високотемпературного синтезу. З використанням методів математичного моделювання при
отриманні зносостійких покриттів на деталях машин в умовах саморозповсюджувального висо-
котемпературного синтезу розроблено оптимальні склади СВС сумішей. Алюмінування хромом
може проводитися послідовно, хромувати, а потім алітувати. Дифузійне хромування є одним із
прогресивних технологічних процесів хіміко-термічної обробки, що дає можливість отримува-
ти матеріал з особливими фізико-механічними властивостями і водночас знизити вартість доро-
гих і важкооброблюваних сталей за рахунок використання більш економічні вуглецеві сталі.

Метою роботи є пошук оптимальних СВС порошкових сумішей, що дозволяють утво-
рювати інтерметалічні захисні шари на сталі 50 та У8А в умовах саморозповсюджувального
високотемпературного синтезу, дослідження структури захисних шарів та їх зносостійкості під
тертя ковзання.

Отриманий результат корелює з твердістю загартованих зон. Зі збільшенням твердості
підвищується зносостійкість. Твердість вимірювали на поперечних зрізах на приладі ПМТ-3 за
стандартною методикою. Зі збільшенням вмісту вуглецю в сталях зростає мікротвердість пове-
рхневого шару. Мікротвердість поверхневого шару при легуванні бором становить 15000 МПа,
а на сталі У8А 16000 МПа (фази (Fe,Cr,Al)2B). При легуванні кремнієм (Fe,Cr,Al)3Si = 13500, а
на сталі U8A 14500 МПа.

Вивчення зносостійкості хромоалітованих шарів на сталях 50 і У8А, легованих бором і
кремнієм, дозволяє говорити про підвищення зносостійкості деталей машин і механізмів у 2—3
рази.
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BORIDING TECHNOLOGIES AND THEIR INFLUENCE
ON SURFACE MODIFICATION

The results of research of the diffusion method of boriding, strengthening of the surface layer
of details from average carbon steels are carried out in the work. The analysis of physical and me-
chanical characteristics of boron coatings after chemical and thermal treatments taking into account
structural transformations in surface layers is made. The graph of dependence of microhardness of
bored coverings at the corresponding technologies of strengthening taking into account thickness of a
bored layer is constructed.

Keywords: hardening, harrowing, chemical-heat treatment, microstructural analysis, com-
bined method, boron-containing component, technological processes of hardening.

В роботі проведенірезультати дослідження дифузійного способу борування, зміцнення
поверхневого шару деталей із середньо вуглецевих сталей.Зроблений аналіз фізико-механічних
характеристик борованих покриттів після хіміко-термічних обробок з урахуванням структур-
них перетворень в поверхневих шарах.Побудований графік залежності мікротвердості борова-
них покриттів при відповідних технологій зміцнення з урахуванням товщини борованого шару.

Ключові слова: зміцнення, борування, хіміко-термічна обробка, мікроструктурний ана-
ліз, комбінований спосіб, боровміщуючий компонент, технологічні процеси зміцнення.

Problem’s Formulation
Saturation of the surface of parts with boron in modern production by chemical-thermal treat-

ment (HTO) is a common and attractive step in strengthening metal products. Boride diffusion coat-
ings have high physical and mechanical characteristics, a sufficient degree of wear resistance and mi-
crohardness. Significant disadvantages of surface hardening of harrowing technologies are low plastic-
ity of coatings and high cost of boron-containing components. In world practice, the saturation of bo-
ron-containing components of the surface of relatively inexpensive available materials is widely used.
In some cases, the technological process is used with pre-saturation of the surface layer of boron by
chemical-thermal treatment (CTT).

Analysis of recent research and publications
In world practice, hundreds of technologies have been introduced into the production of the

machine-building complex to strengthen the surface layer of parts. Important criteria for choosing har-
dening technologies are wear resistance, microhardness, physical and mechanical, operational proper-
ties of coatings. Special attention is paid to the mechanisms of formation of wear-resistant structures
of scientists, engineers and workers of the machine-building complex [1—4].

Formulation of the study purpose
On the basis of the analysis of use of the newest ways of strengthening to develop a technique

and technology of diffusion drilling, to investigate their influence on modification of a surface layer.
Presenting main material

The process of diffusion boriding of steel parts 45 is carried out in a furnace at a temperature
of 8500C in the environment of boron-containing components with a holding time of 7 hours until
complete cooling. The bored surface of the steel part 45 has three zones (Fig. 1)— boride zone with a
thickness of 20—25 μm; transition zone up to 80 μm thick; area of the main material. The boride zone
has a dense layer of borides such as FeB, Fe2B. FeB borides are located in the upper part of the coat-
ing, and Fe2B borides in the lower part. The transition zone has a complex structure due to the nature
of the residual stress distribution, the bond strength of the boride layer with the base metal. Therefore,
when choosing steel and boriding modes, it is necessary to take into account the influence of the struc-
ture of the transition zone, which is directly related to the ability to brittle fracture, the conditions of
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fatigue cracks, etc. At the increased content of boron rounded borides of the FeB type are formed that
is connected with formation of crystals of the wrong form — lack of elements of symmetry. These
phenomena occur when crystals growing simultaneously from many centers inhibit the growth of oth-
er crystals and disrupt the formation of the correct cut. In the direction from the surface of the boron
layer to the steel base, the volume fraction of the FeB phase decreases more intensively than Fe2B with
a structure in the form of needles — a more correct geometric shape.

Fig. 1.Microstructure of steel 45 with boron reinforced on the top (side section): a, c — in-
crease ×500, b —×1500. White circle highlighted areas of textured perlite

Fig. 2 shows an X-ray diffraction pattern of sample 2 fil-523. 26,12,14. Cu-Ka radiation of the
boron surface of the steel part 45 where the phases of the borides FeB, Fe2B are clearly observed.

Despite the high hardness of FeB monoboride, its presence leads to negative phenomena —
the fragility of the reinforced layers [5—8]. Therefore, more attention and preference is given to Fe2B
crystals with the structure of the correct geometric shape.

As you move away from the surface layer, the concentration of boron decreases. The structure
has the form of a mixture of euthetics (a-Fe + Fe2B) and primary crystals of iron boride of the correct
geometric shape. The morphology of boride crystals in the surface layer is different from many similar
forms of crystals.It is likely that such a structure is formed by the combined diffusion of boron and
carbon from the surface to the depth of the material. Therefore, all formed structural components (car-
bides, borides and carboborides), which interfere with diffusion flows, dissolve at the beginning of
labor, and components with parallel dislocation to the concentration gradient are more likely to avoid
solution and grow to significant sizes[9—10]. Figures 1 and 2 show that perlite, which was present in
the initial phase of diffusion drilling, was all fragmented, while the plates of newly formed perlite are
located along the concentration gradient line and did not receive a significant degree of fragmentation.
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Fig. 2.X-ray diffraction pattern of sample 2 fil-523. 26,12,14. Cu-Ka radiation of the boron
surface of the steel part 45 where the phases of the borides FeB, Fe2B are clearly observed

Fig.3.The schedule of change of microhardness depending on depth of the strengthened layer
and types of processing
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Conclusions
In the structure of boride coatings on steel 45 can be divided into three zones: a dense boron

layer with phases such as FeB, Fe2B, the transition zone of the upper part of which mainly has borides
of regular geometric shape, and the lower part with defective structure of boride inclusions. The third
zone is under the transition and is characterized by the original perlite-ferritic structure with separate
inclusions — products of diffusion drilling.
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ТЕХНОЛОГІЇ БОРУВАННЯ І ЇХ ВПЛИВ НА МОДИФІКУВАННЯ ПОВЕРХНІ
Чернета О.Г.

Реферат
Насичення поверхні деталей бором у сучасному виробництві методами хіміко-термічної

обробки (ХТО) є поширеним і привабливим кроком при зміцненні металевих виробів. Боридні
дифузійні покриття мають високі фізико-механічні характеристики, достатню ступень зносо-
стійкості і мікротвердості. До суттєвих недоліків поверхневого зміцнення технологіями бору-
вання є низька пластичність покриттів і висока вартість боровміщуючих компонентів. В світо-
вій практиці широке використання набуває насичення боровміщуючими компонентами повер-
хні відносно не коштовних доступних матеріалів. В окремих випадках використовуються тех-
нологічний процес з попереднім насиченням поверхневого шару бору методами хіміко-
термічної обробки (ХТО).

Процес дифузійного борування деталей із сталі 45 здійснюється в печі при температурі
850° С в середовищі боровміщуючих компонентів з витримкою 7 годин до повного остигання.
Борована поверхня деталі із сталі 45 має умовно три зони (рис.  1)  — зона боридів товщиною
20—25 мкм; перехідна зона товщиною до 80 мкм; зона основного матеріалу. Боридна зона має
щільний шар боридів типу FeB, Fe2B. Бориди  FeB розташовуються у верхній частині покриття,
а боридиFe2B в нижній частині. Перехідна зона має складну будову із-за характеру розподілу
залишкових напружень, міцності зв’язку боридного шару з основним базовим металом. Отже
при виборі сталі і режимів борування необхідно враховувати вплив структури перехідної зони,
що напряму пов’язана з здатністю  до крихкої руйнації, умов  виникнення втомлених тріщин  та
інш. В структурі боридних покриттів на сталі 45 умовно можна виділити три зони: щільний бо-
рований шар з наявністю  фаз типу FeB,  Fe2B, перехідну зону верхня частина якої переважно
має бориди правильної геометричної форми, а нижня частина з дефектною структурою борид-
них включень. Третя зона знаходиться під перехідною і характеризується вихідною перліто-
феритною структурою з окремими включеннями — продуктів дифузійного борування.
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The current state of implementation tasks the sustainable development of cities and communities in
Ukraine are analyzed. The dynamics of changes in the solvency ratio of the borrower, the number of monuments
national importance, and the number of employees engaged in tourism. The state of ensuring timely notification of
the population about emergencies and emissions of pollutants into the atmosphere is described.
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Проаналізовано сучасний стан виконання завдань сталого розвитку міст та громад в Україні. На-
ведено динаміки зміни коефіцієнта платоспроможності позичальника, кількості пам’яток національного
значення, кількості працівників, зайнятих туристичною діяльністю. Охарактеризовано стан забезпечення
своєчасного оповіщення населення про надзвичайні ситуації та обсяги викидів у атмосферне повітря за-
бруднюючих речовин.

Ключові слова: сталий розвиток, платоспроможність, культурна спадщина, індекс забруднення
атмосфери, гранично допустима концентрація.

Problem statement
In the modern activities of mankind, issues related to various aspects of sustainable urban de-

velopment are considered as a key factor in the development of modern economy. Sustainable devel-
opment of cities makes them viable, capable of adaptation, mitigation of adverse effects, to stimulate
positive socio-economic and environmental changes. Sustainable development covers all aspects of
healthy development the city and should provide solutions to financial, economic, social and environ-
mental problems.

In Europe and Central Asia, urban residents make up more than two-thirds of the total popula-
tion. Accordingly, the cities of these countries face a wide variety of challenges related to climate
change, economic transformation, demographic change, and finding sustainable solutions to these
problems is becoming an increasingly important task for governments and city leaders.

The main solution to these problems is to transform large cities into rational and sustainable
communities, whose residents will be able to enjoy such benefits as reducing energy costs, improving
service quality, reducing waste, creating a more favorable urban environment, creating opportunities
for economic activity and development.

Analysis of recent research and publications
The United Nations Sustainable Urban Development Initiative (SCI) is working to address the

challenges of sustainable urban development in Europe and Central Asia (ECA) and to support cities
and public programs. The main idea of this initiative is that the cities of the ECA countries can learn a
lot from their neighbors — the cities of Western Europe. They can provide practical examples of how
policy change and investment can be facilitated. This will allow ECA cities to better prepare for future
urban development challenges.



132                                                                                                  Математичне моделювання № 1(46) 2022

The SCI initiative aims to optimize the solution of economic, financial, social and environ-
mental challenges of cities. Activities within the initiative are carried out in 4 main areas, which to-
gether are called “Community for the dissemination of applied knowledge” [1]:

- conducting informational and practical seminars;
- development and implementation of diagnostic tools for specific cities;
- reforms of socio-economic policy and investment strategies;
- organization of project financing, technical assistance, assistance in project implementation.
The sustainable development of cities and communities is one of the global goals of sustaina-

ble development (CSD) of the United Nations (UN).
The tasks of sustainable development of cities and communities include ensuring until 2030 [2]:
- access to safe and affordable housing;
- inexpensive and environmentally sustainable transport systems;
- open to all and environmentally sustainable urbanization;
- preservation of world cultural and natural heritage;
- reduction of losses from natural disasters;
- reduction of negative environmental impact of cities;
- providing access to safe and open to all green areas and public places;
- improving the quality of national and regional development planning;
- implementation of an integrated approach to management in cities and towns;
- assisting the least developed countries in building sustainable and durable buildings.
Ukraine, like other UN member states, has joined the global process of sustainable development.

During 2016—2017, a large-scale process of adapting the CSB to the Ukrainian context continued.
Quality monitoring and evaluation is necessary to achieve the CSD as an integral part of

building a civilized and democratic society, planning development and making managerial decisions.
The analysis of the CSB data allows identifying current problems in a timely manner, to determine the
priority (priority) of solving economic and social policy problems.

Issues and strategies of sustainable development of enterprises, cities and communities are
covered in many works (for example, [3—6]), in particular in [5] it is established that the problem of
sustainable development of industrial enterprises must be addressed taking into account biological,
geographical, economic and social facilities of a particular country, as well as a set of factors and en-
vironmental conditions. The article [6] analyzes the national specifics of state organizational and legal
regulation of planning and development of urban areas and their compliance with the main provisions
of the concept of sustainable development.

Purpose statement
The aim of the work is a comparative analysis of the implementation of sustainable develop-

ment of cities and communities (target number 11) in Ukraine as of 2019 and provides proposals to
ensure the achievement of objectives.

Statement of basic materials
Let's analyze the state of solving the problems of sustainable development of cities and com-

munities in Ukraine for the period 2015—2019.
Ensuring the availability of housing. In Fig. 1 shows the change in the year of the borrower's

solvency ratio (RTI), i.e. the ratio of monthly expenses of the borrower and his family members to ser-
vice the debt on a soft mortgage loan obtained from the state or local budget, and total monthly income.

  The reduction of the RTI coefficient from 0,36 in 2015 to 0,19 in 2019 was achieved due to the
Government's improvement of the procedure for citizen participation in the program to provide the popu-
lation with affordable housing. It should be noted that currently programs to provide affordable housing
for various categories of citizens cover 100 % of the regions of Ukraine [7].

Special attention is paid to mortgage lending to ensure the affordability of housing. In 2022, the
mortgage rate in Ukraine will be 7 %. For comparison, in Fig. 2 shows the lowest average mortgage inter-
est rates in Europe in 2022. The highest interest rates are in Andorra and Bulgaria (4,5 %), Croatia (5 %),
Norway and Hungary (6 %), Macedonia (7,5 %), Bosnia and Herzegovina (8 %).

Thus, to address the issue of housing affordability in Ukraine by 2030, there is a further reduc-
tion in the borrower's solvency ratio, for example, by reducing interest rates on mortgage lending.
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Fig. 1. Change in the solvency ratio of the borrower in Ukraine over the years

a

b

Fig. 2. Lowest interest rates (average values) on mortgage lending in European countries in 2022
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Ensuring the development of settlements and territories exclusively on the basis of integrated
planning and management with public participation. In Ukraine, during the implementation of decentra-
lization reform, it was possible to achieve 100 % approval and implementation by all 25 regions of re-
gional development strategies developed with public participation. It should be noted that the availability
of regional development strategies and action plans for their implementation is a necessary condition for
the regions to receive funds from the state fund for regional development.

Ensuring the preservation of cultural and natural heritage with the involvement of the private
sector. The number of monuments of national importance included in the State Register of Immovable
Monuments of Ukraine for 2015—2019, and the dynamics of changes in the area of the nature reserve
fund of national importance for the same period are shown in Fig. 3 and 4 [7].

As follows from Fig. 3, there is an increase in the number of monuments of national importance
included in the State Register of Immovable Monuments of Ukraine to 992 in 2019. This was due to a
change in approaches to understanding the cultural heritage of the state as a whole, and reforming the
accounting of immovable cultural heritage has made it possible to digitize standardized processes of ac-
counting for cultural heritage.

Fig. 3. Number of monuments of national importance included in the State Register of Immova-
ble Monuments of Ukraine for 2015—2019

Fig. 4. Dynamics of change in the area of the nature reserve fund of national importance in
Ukraine in% of the country's territory for 2015—2019
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The increase in the area of the nature reserve fund of Ukraine to 4,24 % of the country's territory
in 2019 (Fig. 4) became possible due to the implementation of a number of regulations on the creation
and expansion of territories and objects of the nature reserve fund of national importance, increased the
area of the nature reserve fund of Ukraine by more than 80,000 hectares, part of which is a UNESCO
World Heritage Site [7].

The number of cultural and natural heritage sites in Ukraine for 2021, which are included in the
UNESCO World Heritage List, is 7 (6 cultural and 1 natural), including:

- St. Sophia Cathedral and adjacent monastic buildings, Kyiv-Pechersk Lavra (Kyiv);
- ensemble of the historical center of Lviv;
- Struve geodetic arc;
- primitive beech forests of the Carpathians and other regions of Europe (natural);
- residence of the metropolitans of Bukovina and Dalmatia;
- wooden churches of the Carpathian region in Poland and Ukraine;
- ancient city of Chersonesos Tavria and its choir.
For comparison, in Fig. 5 shows the countries with the largest number of UNESCO World Her-

itage Sites in 2021. The total number of UNESCO World Heritage Sites as of 2021 is 1,154, of which
897 are cultural, 218 natural and 39 mixed in 167 member countries of the UNESCO Convention Con-
cerning the Protection of the World Cultural and Natural Heritage.

Fig. 5. Countries with the largest number of UNESCO World Heritage Sites

Therefore, further work to increase the number of monuments of national importance included in
the State Register of Immovable Monuments of Ukraine, the area of the nature reserve fund of national
importance and cultural and natural heritage sites that may be included in the UNESCO World Heritage
List , is necessary for the sustainable development of cities and communities in Ukraine. In particular, it
will ensure the implementation of local development strategies aimed at economic growth, job creation,
tourism development, recreation, local culture and local production.

In fig. 6 shows the dynamics of increasing the number of employees engaged in tourism activi-
ties in Ukraine since 2015. The increase in the number of employees in tourism in Ukraine is due to the
implementation of the Strategy for Tourism and Resorts until 2026, as well as an increase in the number
of monuments of national importance, the area of nature reserves and the presence of 7 cultural and natu-
ral heritage sites included to the UNESCO World Heritage List [7].

In order to achieve sustainable development of cities and communities, it is important to ensure
timely notification of emergencies of natural, man-made, social and military nature [8, 9], as well as sa-
tisfactory condition (with minimal emissions) of ambient air.

There is a positive trend in the implementation of these issues. Thus, the level of implementation
(creation, modernization, improvement) of local automated centralized alert systems in 2019 reached
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0,2 %. Emissions of pollutants into the air also decreased compared to 2015 to 86,1 %, although the
number of cities increased to 36, where the average annual concentrations of major pollutants in the air
exceed the average daily maximum permissible concentrations (MPC).

In Fig. 7 provides information on the excess of average annual concentrations of major pollu-
tants in the air in the cities of Ukraine in 2019 [7].

Fig. 6. The dynamics of increasing the number of employees engaged in tourism in Ukraine

Fig. 7. Information on the number of cities in Ukraine in which the average annual concentra-
tions of pollutants in the air exceed the average daily MPC (as of 2019)

The most polluted cities in Ukraine are Mariupol, Dnipro, Odessa and Kamianske (Dniprope-
trovsk region). In Fig. 8 shows the values of air quality indices (AQI) of these and other most polluted
cities of Ukraine in 2019 [10].

It should be noted that the AQI is calculated for the five substances with the highest normalized
MPC, taking into account their hazard class. To assess the level of air pollution, there are 4 levels of AQI:

- low, with AQI less than 5,0;
- increased, with AQI from 5,0 to 7,0;
- high, with AQI from 7,0 to 14,0;
- very high, at AQI from 14,0 and above.
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Fig. 8. Values of air quality indices (AQI) in the most polluted cities of Ukraine (as of 2019)

Thus, the cities of Mariupol, Dnipro, Odessa and Kamianske have a very high level of AQI, and
others, shown in Fig. 8, — high. The lowest indicators of AQI from all cities of Ukraine, where hydro-
meteorological organizations conduct observations, are observed in Izmail (2,7), Svitlovodsk (2,6) and
Horishni Plavny (1,2).

The total level of air pollution in Ukraine in 2019 is high (ISA is 8,2). Compared to 2018, it in-
creased slightly from 7,6 due to the increase in the average annual content of formaldehyde [10].

The main reason for the negative dynamics of air pollution is the increase in anthropogenic im-
pact on the environment. The biggest air pollutants are thermal power plants, metallurgical and chemical
enterprises (emissions of sulfur, carbon and nitrogen compounds), road transport (emissions of carbon
monoxide, nitrogen dioxide, lead, toxic hydrocarbons).

Conclusion
From the review we can identify the main trends in ensuring further achievement of the goals of

sustainable development of cities and communities in Ukraine.
1. Mandatory monitoring, analysis of results and evaluation of the effectiveness of work per-

formed on the issues.
2. Maintaining positive trends in the short and long term in terms of housing affordability, pre-

servation of cultural and natural heritage, public safety, reducing the negative impact of pollutants, etc.
and planning further measures leading to sustainable development of cities and communities.

3. Raising the level of education and awareness of the population by proving greening plans, ex-
plaining its positive aspects, educating the desire to change consumer behavior. To develop effective
educational programs and conduct activities in environmental education, it is necessary to pay special
attention to 3 areas of environmental education:

- understanding of the Earth's ecosystem and understanding of natural processes (for example,
the impact of carbon dioxide on Earth's climate change);

- knowledge in the field of nature management and environmental protection (for example,
reduction of household waste);

- understanding of resource conservation processes, i.e. knowledge of the effectiveness of dif-
ferent behaviors in terms of energy savings or emission reductions.

4. Promoting the socio-economic development of territories as a result of interaction of repre-
sentatives of international organizations with the population by choosing the best environmental practic-
es involving local communities in decision-making, preserving cultural heritage, improving human
health and safety, creating new jobs and stimulating local economy.
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СТАЛИЙ РОЗВИТОК МІСТА ЯК КЛЮЧОВИЙ ФАКТОР РОЗВИТКУ
ЕКОНОМІКИ КРАЇНИ
Левчук К.О., Романюк Р.Я.

Реферат
У сучасній діяльності людства питання, пов'язані з різними аспектами сталого розвитку

міст, розглядаються як ключовий фактор розвитку сучасної економіки. Сталий розвиток міст
робить їх життєстійкими, здатними до адаптацій, пом'якшення несприятливих впливів, до сти-
мулювання позитивних соціально-економічних та екологічних змін. Сталий розвиток охоплює
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всі аспекти здорового розвитку міста та має забезпечувати вирішення фінансово-економічних,
соціальних та екологічних проблем.

До завдань сталого розвитку міст та спільнот відносяться забезпечення до 2030 року:
доступу до безпечного та недорогого житла, недорогих та екологічно сталих транспортних сис-
тем, відкритої для всіх та екологічно сталої урбанізації, збереження всесвітньої культурної та
природної спадщини, зменшення збитків від природних лих, зменшення негативного екологіч-
ного впливу міст,  забезпечення доступ до безпечних та відкритих для всіх зелених зон та гро-
мадських місць, підвищення якості планування національного та регіонального розвитку, здій-
снення комплексного підходу управління в містах та населених пунктах, сприяння найменш
розвиненим країнам у будівництві стійких та міцних будівель.

Проведено аналіз вирішення завдань сталого розвитку міст і громад в Україні за період
2015—2019 рр. З проведеного огляду можна виділити основні тенденції щодо забезпечення по-
дальшого досягнення поставлених цілей сталого розвитку міст та громад в Україні.

Основними з них є:
- обов'язковий моніторинг, аналіз результатів та оцінка ефективності виконаної робо-

ти з поставлених питань;
- збереження позитивних тенденцій у короткостроковій та довгостроковій перспекти-

вах у питаннях забезпечення доступності житла, збереження культурної та природної
спадщини, безпеки населення, зниження негативного впливу забруднюючих речовин
тощо та планування подальших заходів, що ведуть до сталого розвитку міст та гро-
мад;

- підвищення рівня освіти та поінформованості населення шляхом обґрунтування
планів екологізації, роз’яснення її позитивних сторін, виховання прагнення змінити
споживчу поведінку;

- сприяння соціально-економічному розвитку територій у результаті взаємодії предста-
вників міжнародних організацій з населенням шляхом вибору кращих варіантів еко-
логічних практик із залученням місцевих спільнот у процес прийняття рішень, збере-
ження культурної спадщини, покращення здоров'я та безпеки людей, створення нових
робочих місць та стимулювання місцевої економіки.
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MATHEMATICAL MODELING AND ANALYSIS OF HUMAN CARDIOVASCULAR
SYSTEM INDICATORS

Cardiovascular diseases are a group of diseases of heart and blood vessels. The causes of
cardiovascular disease are disorders of heart and blood vessels. Examples of such diseases are:
ischemic heart disease (heart attack), cerebrovascular disease (blood stroke), high blood pressure
(hypertension), peripheral arterial disease, rheumatic heart disease, congenital heart disease and
heart failure. It is the leading cause of death worldwide: no other disease causes so many deaths every
year. It is estimated that 17.3 million people died of cardiovascular disease in 2021; it represents
30 % of all global deaths. Of these deaths, it is estimated that 7.3 million were due to coronary heart
disease and 6.2 million were due to stroke. More than 75 % of cardiovascular deaths occur in coun-
tries with low — and middle — living standards, almost equally among men and women. Modern med-
icine assures that 80 % of premature heart attacks and strokes can be prevented, this is due to the
timely prevention of onset of the disease.

Keywords: cardiovascular diseases, telemedicine systems, physical condition monitoring, sys-
tolic blood pressure, adaptive potential of cardiovascular system.

Серцево-судинні захворювання — це група захворювань серця і кровоносних судин. При-
чинами серцево-судинних захворювань є порушення діяльності системи серця і кровоносних
судин. Прикладами таких захворювань є: ішемічна хвороба серця (інфаркти), цереброваскуляр-
на хвороба (інсульт), підвищений кров'яний тиск (гіпертонія), хвороба периферичних артерій,
ревматичний порок серця, вроджений порок серця і серцева недостатність. Це провідна при-
чина смерті в усьому світі: не від якої іншої причини щорічно не помирає стільки людей. За
підрахунками, в 2021 році від серцево-судинних захворювань померло 17,3 мільйона чоловік —
це становило 30 % всіх глобальних випадків смерті. З цих випадків смерті, за оцінками, 7,3 мі-
льйона випадків сталося в результаті ішемічної хвороби серця, а 6,2 мільйони — від інсульту.
Більше 75 % випадків смерті від серцево-судинних захворювань трапляються в країнах з низь-
ким і середнім рівнем достатку, майже в рівній мірі як серед чоловіків та жінок. Сучасна ме-
дицина запевняє, що 80 % передчасних інфарктів та інсультів можуть бути попереджені, це
пов'язано з своєчасним попередженням початку захворювання.

Ключові слова: серцево-судинні захворювання, телемедичні системи, моніторинг фізич-
ного стану, систолічний артеріальний тиск, адаптаційний потенціал серцево-судинної системи.

Problem’s Formulation
Cardiovascular diseases (CVD) are a group of diseases of heart and blood vessels. The causes of

cardiovascular disease are disorders of heart and blood vessels. Examples of such diseases are ischemic
heart disease (heart attack), cerebrovascular disease (blood stroke), high blood pressure (hypertension),
peripheral arterial disease, rheumatic heart disease, congenital heart disease and heart failure.

Analysis of recent research and publications
As we have said before, cardiovascular diseases are the leading causes of death worldwide. It

is estimated that 17.3 million people died of cardiovascular disease in 2021, it represents 30 % of all
global deaths. Of these deaths, it is estimated that 7.3 million were due to coronary heart disease and
6.2 million were due to stroke. More than 75 % of cardiovascular deaths (CVD) occur in low- and
middle-life countries, with almost the same rate for men and women [1]. Modern medicine assures
that 80 % of premature heart attacks and strokes can be prevented. This is due to the timely prevention
of the onset of the disease.

https://www.multitran.com/m.exe?s=living+standards&l1=1&l2=2
https://www.multitran.com/m.exe?s=living+standards&l1=1&l2=2
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The latest IT technologies of artificial intelligence are already changing medicine.  The digiti-
zation of healthcare is no longer limited to the introduction of electronic medical records and remote
consultations. A telemedicine system is being developed which, using only a smartphone with applica-
tions and a pocket sensor, allows for real-time monitoring of the cardiovascular system and broadcast-
ing its results on a smartphone screen and a family doctor's monitor for promptly receiving of urgent
advice. These methods are increasingly used in Ukraine. Due to this the analysis of the main characte-
ristics of the human cardiovascular system (CVD) is of great interest. These technologies must be im-
plemented into modern medicine even more.

Formulation of the study purpose
The main objective of the scientific work is to develop a mathematical model and to analyze

values indicating problems with the cardiovascular system of a person (patient).
Presenting main material

In the research the authors studied the main indicators of the human cardiovascular system
(general and peripheral bleeding resistance, physical status and adaptive capacity index), which can be
identified by relatively sustainable indicators, such as a person’s age, body length and weight. In addi-
tion to that, we should note that the cardiovascular system variables are: heart rate, systolic and dias-
tolic blood pressure. Analysis of Cardiovascular Adaptive Capacity Index (ACI) (by Bayevskiy R.M.
et al., 1987), Physical Condition Index (PCI) (by Pirogova E.A. et al.,1986), and general peripheral
blood flow resistance (PBFR). These main indexes allowed to research the peculiarities of the influ-
ence of physical human indicators (age, body length and weight), and geodynamic parameters of the
cardiovascular system (heart rate, systolic and diastolic blood pressure). To achieve and implement the
task an analysis of the human cardiovascular system, given in modern scientific literature [2, 3], was
performed.

What does it take to quickly determine the state of the human cardiovascular system? To do
this, the physical characteristics of the person, which change slowly over time, were taken. They are:
person’s age, body length, weight and functional parameters that change through the environment,
stress, intense monotonous physical and mental work and emotional workload. These values are
measured in non-invasive ways: systolic blood pressure, diatonic blood pressure and heart rate.

Due to the analysis of modern scientific literature we can see several calculation methods for
determining the parameter of the cardiovascular system: Cardiovascular Adaptive Capacity Index of
the system — ACI and health rate or або functional changes index — FCI, that can be found calcu-
lated the equation by Bayevskiy R.M., 1987 [4, 5, 6]:

ACI =0,011 × HR+0,014 × (SBP + E) + 0,008 × (W – H) – 0,27 (1)
Physical Condition Index (PCI) — from the equation by Pirogova E.A. [4, 5, 6]:

PCI = 
700 − 3 × HR− 2,5 × (SBP + 2 ∗ DBP)

3 − 2,7 × E + 0,28 × W
(350 − 2,6 × E + 0,21 × H)                        (2)

and general peripheral blood flow resistance (PBFR), the equation obtained by us from the formulas
given in the researches [7, 8]

PBFR = ቈ
(2 ∗ DBP + SBP) × 1,45 × 10ହ

HR × (2,671 × H + W − 3,022 × E − 4,632 × DBP + 2,294 × SBP − 98,009)     (3)

ACI — adaptive potential of the cardiovascular system;
PCI — indicator of equal physical state;
PBFR — global peripheral baseline for blood flow, dyn/s/cm-0.5;
HR — heart rate, beats/hv;
SBP — systolic arterial pressure, mm Hg;
DBP — diastolic arterial pressure, mm Hg. Art.;
E — age of people, rock
W — body weight of people, kg;
H — dozhina body, people, sm.
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After analyzing formulas (1, 2, 3) using SBP, DBP and HR we take a middle-aged man, me-
dium build (age 40, 75kg., 175cm). Monitoring has been implemented during two years. During the
whole period 835 measurements of the main statistical parameter values were carried out. The mea-
surements are shown in Тabl. 1

Table 1. Main statical indicators SBP, DBP, HR, ACI, PCI, PBFR

Indicators Minimum Average Maximum Standard deviation
SBP 100 145 190 16,5
DBP 50 70 90 7,5
HR 40 55 70 5,1
ACI 1,63 2,59 3,54 0,3

satisfactory satisfactory very intense
PCI 1,06 0,61 0,17 0,12

high below average very low
PBFR 1793 1798 1778 0,34

Cardiovascular effects were analyzed from the equations (1, 2, 3), using the indicators shown
in the Tabl. 1. Using these indicators we have produced graphs of SBP, DBP, age, and weight and
body length. Graphs were produced separately for each factor of ACI (Graph 1), PCI (Graph 2) and
PBFR (Graph 3). We should note that other factors were at their averages (Tabl. 1).

Graph 1. Adaptive Capacity Index (ACI) dependence on SBP, DBP, HR, age, weight and
body length

Graph 2. Physical Condition Index (PCI) dependence on SBP, DBP, HR, age, weight and
body length
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Graph 3.  General peripheral blood flow resistance (PBFR) dependence on SBP, DBP, HR,
age, weight and body length

With variable: heart rate — HR=40…70 bpm; systolic blood pressure — SBP=100…190
mm Hg.; diatonic blood pressure — DBP=50…90  mm Hg.

With constant: age=40 years; weight=75 kg.; body length=175 cm.
For further analysis the influence of cardiovascular hemodynamics indicators (SBP, DBP, HR,

age, weight, body length) at Adaptive Capacity Index (ACI), Physical Condition Index (PCI) General
peripheral  blood flow resistance (PBFR) in the range of  indicators  (SBP, DBP, HR) was taken.  It  is
presented in table 1, with indicator values (age, weight, body length).

Impact analysis of increasing age, weight and body length from the equations (1, 2, 3), was
conducted in the range of average human values: body length — from 150 to 190 cm., weight — from
50 to 150 kg. and age — from 40 to 60 years. ACI, PCI and PBFR dependences on SBP, DBP, HR,
age, weight and body length are represented on graphs (Graph 1, 2, 3). As shown in the graphs in-
crease of HR, DBP, SBP, age and weight had resulted in increasing of ACI, but body length is de-
creasing it. Increase of weight had resulted in increasing of ACI and PCI. Increasing of body length
leads  to  decrease  of  all  three  indicators  (ACI,  PCI,  PBFR).  Increasing  HR,  DBP,  SBP  leads  to  de-
crease of PBFR. PBFR increases with body length and age. The results are presented in Tabl. 2.

Table 2. ACI, PCI and PBFR dependences on SBP, DBP, HR, age, weight and body length

Indicators SBP DBP HR age weight body length
ACI + + + + + -
PCI - - - - + -

PBFR - + - + - -

In tabl. 2 increasing of ACI, PCI and PBFR is marked with the sign «+», decreasing is marked
with «-» under conditions of SBP, DBP, HR, age, weight and body length increase. Impact analysis of
SBP, DBP, HR, age, weight and body length on ACI, PCI and PBFR quantitatively reflects the level
of the functional state of the body and its systems. It allows you to draw conclusions about state of
human to improve his cardiovascular system.

Conclusions
During the study of the dependence of the adaptive potential of cardiovascular system of the

human body (ACI), the indicator of the level of physical condition (PCI) and the total peripheral resis-
tance of blood flow (PBFR) on heart rate (HR), systolic and diastolic blood pressure (SBP, DBP), age,
weight and length of the human body, the connected graphs were constructed that clearly display their
influence in magnitude and behind the sign of influence.

Authors reported that the same hemodynamic indicators of сcardiovascular system (HR, SBR,
DBR) have the opposite effect on the functional state of the body and its systems.
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МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ТА АНАЛІЗ ПОКАЗНИКІВ
СЕРЦЕВО-СУДИННОЇ СИСТЕМИ ЛЮДИНИ
Трикіло А.І., Багрій В.В., Гулеша О.М., Волошин Р.В.

Реферат
Серцево-судинні захворювання — це група захворювань серця і кровоносних судин.

Причинами серцево-судинних захворювань є порушення діяльності системи серця і кровонос-
них судин. Прикладами таких захворювань є: ішемічна хвороба серця (інфаркти), церебровас-
кулярна хвороба (інсульт), підвищений кров'яний тиск (гіпертонія), хвороба периферичних ар-
терій, ревматичний порок серця, вроджений порок серця і серцева недостатність. Це провідна
причина смерті в усьому світі: не від якої іншої причини щорічно не помирає стільки людей. За
підрахунками, в 2021 році від серцево-судинних захворювань померло 17,3 мільйона чоловік —
це становило 30% всіх глобальних випадків смерті.  З цих випадків смерті,  за оцінками,  7,3 мі-
льйона випадків сталося в результаті ішемічної хвороби серця, а 6,2 мільйони — від інсульту.
Більше 75% випадків смерті від серцево-судинних захворювань трапляються в країнах з низь-
ким і середнім рівнем достатку, майже в рівній мірі як серед чоловіків та жінок. Сучасна меди-
цина запевняє, що 80% передчасних інфарктів та інсультів можуть бути попереджені, це пов'я-
зано з своєчасним попередженням початку захворювання.

Нові ІТ технології штучного інтелекту вже змінюють медицину. Оцифровування охоро-
ни здоров'я вже не лімітується впровадженням електронних медичних карток та віддаленими
консультаціями. Розробляються телемедичні системи які за допомогою тільки смартфона з до-
датками та кишенькового датчика, дозволяють проводити процедуру моніторингу стану серце-
во-судинної системи в режимі реального часу, транслювати його результати на екран смартфо-
на та монітор сімейного лікаря для оперативного отримання невідкладної поради.

Для здійснення поставленої задачі був виконаний аналіз показників стану серцево-
судинної системи людини, наведених у сучасній науковій літературі. Для того щоб оперативно
визначити стан серцево-судинної системи людини, були прийняті фізичні показники людини,
які змінюються з часом нешвидко: вік людини, довжина тіла, її вага, та функціональні парамет-
ри, що змінюються через навколишнє середовище, стрес, напружену монотонну фізичну та ро-
зумову працю й емоціональне навантаження, які вимірюються неінвазійними способами: систо-
лічного артеріального тиску, діатонічного артеріального тиску та частоти серцевих скорочень.

Аналіз впливу показників, які кількісно віддзеркалюють рівень функціонального стану
організму і його систем,  що характеризує його здатність адекватно і впевнено реагувати на
комплекс невигідних факторів при економній витраті функціональних резервів, показав, що
вплив на несхожі показники протилежний, і тому іноді деякі висновки про стан організму лю-
дини розбіжні. Під час виконання дослідження залежності адаптаційного потенціалу серцево-
судинної системи організму людини, показника рівня фізичного стану та загального перифе-
рійного опору кровотоку від частоти серцевих скорочень, систолічного та діастолічного артері-
ального тиску, віку, маса і довжини тіла людини були побудовані поєднані графіки, які наочно
відображують їх вплив за величиною і за знаком впливу.
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In memory of our author Korobochka Alexander Nikolayevich
(01.01.1953 – 12.02.2022)

12.02.2022 the rector of the Dnipro
State Technical University, Doctor of
Technical Sciences, Professor, Academician
of the PTN of Ukraine, Honored Worker of
Education of Ukraine Alexander Nikolayevich
Korobochka, who published his articles in our
journal Mathematical Modeling, passed away.
Alexander Nikolayevich devoted 46 years of
his life to the prosperity and development of
the Dnipro State Technical University.
Alexander Nikolayevich Korobochka was
born on January 1, 1953 in Ali Bayramne
(Azerbaijan). In 1975 he graduated from the
Dneprodzerzhinsk Industrial Institute with a
degree in Engineering Technology, Machine
Tools and Tools. In 1985 he defended his
Ph.D. thesis, in 1996 — a doctoral thesis. He
worked as a professor of the Department of

Mechanical Engineering, Dean of the Faculty of Mechanics, Head of the Department of Automobiles,
Vice-Rector for Academic Affairs. July 8, 2014 Alexander Nikolayevich was appointed rector of the
Dneprodzerzhinsk State Technical University. Alexander Korobochka was the deputy chairman of the
expert council of the Higher Attestation Commission on mechanics and transport, a member of the
presidium of the scientific and methodological commission. Alexander Korobochka was the deputy
chairman of the expert council of the Higher Attestation Commission on mechanics and transport, a
member of the presidium of the scientific and methodological commission on engineering mechanics
of the Ministry of Education and Science;. Under his scientific supervision 7 PhD theses were
defended,

In the journal mathematical modeling Korobochka A.N. рublished articles: Mathematical
model for the process of eliminating water from mechanical houses, Mathematical modeling of
washing solution cleaning process on continuous action oil separators, Comprehensive solution to the
problem of rolling stock choice and inventory management, Determination of the optimal composition
of physico-mechanical characteristics of medium-carbon steels for car parts.

A.N. Korobochka was a hardworking, generous and sincere person who invited me to work at
DSTU and always supported me as the head of the department and as the director of the research
center for materials science and innovative technologies.

The editorial board of the journal Mathematical Modeling is deeply saddened by this
irreparable loss and express our sincere condolences to the family of the deceased. In our memory,
Alexander Nikolayevich will forever remain a good friend, a benevolent colleague, a reliable adviser,
and a professional in his field. Eternal memory to our colleague and friend.

Editor-in-Chief of journal Mathematical Modeling,
President of the Academy of Sciences of Materials Science and Innovative Technologies,
Head of the Department of Automotive and Automotive Economy DSTU,
Doctor of Technical Sciences, Professor Borys SEREDA
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